
MATHEMATICA DINOSAURUS 
 
Une collection dÕexercices provenant pour les deux tiers, dÕun recueil de Jean-Marc Dewasme, anciennement 
professeur au lycŽe Joffre de Montpellier. Quelques uns proviennent dÕun vieux livre de TS de M. Terracher, en 
tant que tels ils sont protŽgŽs mais cÕest pŽcher que de les laisser se perdre ! DÕautres sont de mon cru, certaines 
rŽdaction viennent de M. Amposta (lycee.mathematiques.free.fr), et enfin dÕautres sont de provenance 
inconnue, glanŽs au fil du temps. Les indications de difficultŽ ( ! , !  !  et enfin " ) sont en gŽnŽral de M. 
Dewasme, je nÕai pas forcŽment le m•me ressenti, ˆ chacun ses gožts et ses couleurs ! 
Certains exercices, sans •tre corrigŽs, bŽnŽficient dÕindices/de pistes de rŽflexion. La difficultŽ devient alors 
bien plus raisonnable. 
Par ailleurs, certains de ces exercices me paraissent faciles pas trop difficiles envisageables, je les ai signalŽs 
avec un # . NÕayant pas fait ou refait depuis longtemps une partie de ces exercices, et jamais pour quelques-uns, 
il est fort possible que jÕen ai oubliŽ. 
Les exercices me paraissant particuli•rement enrichissants sont signalŽs par $. JÕai essayŽ de mettre dans cette 
catŽgorie des exercices #  en majoritŽ. 
Certains de ces exercices, surtout en analyse, nŽcessitent des complŽments de cours. Ces complŽments sont 
faciles ˆ comprendre et ˆ trouver sur le web, si vous •tes Žl•ve votre professeur peut vous les expliquer 
rapidement. Quand jÕy ai pensŽ, je lÕai signalŽ sur les exercices. Il sÕagit principalement de : 

¥ Suites adjacentes ; 
¥ Asymptotes obliques ; 
¥ Composition des fonctions et dŽrivŽe dÕune fonction composŽe ; 
¥ IntŽgration par parties ; 
¥ Bijections, continuitŽ de mani•re un peu plus fine que dans le programme officiel ; 
¥ Fonctions puissances, croissances comparŽes ; 
¥ Notions sur les factorielles ; 
¥ Arrangements et combinaisons ; 
¥ Bases et syst•mes de numŽration (en arithmŽtique). 

Par ailleurs, les outils informatiques peuvent donner facilement la solution de certains exercices (et cela est tr•s 
enrichissant ˆ programmer). Si vous trouvez la solution par ce moyen, nÕoubliez pas de prouver vos conjectures 
par la suite ! 
 
Ç Cette compilation contient des exercices que jÕai pratiquement tous donnŽs ˆ mes Žl•ves, pas toujours ˆ une 
classe enti•re bien sžr, mais quelquefois ˆ un petit groupe dÕŽl•ves motivŽs. Ce qui prouve quÕil y a eu ˆ Joffre 
(et quÕil y a encore) dÕexcellents Žl•ves. CÕest ˆ eux que je dŽdie ce recueil. 
Les lecteurs voudront bien excuser et corriger les erreurs, coquilles et maladresses, et je les encourage ˆ 
amŽliorer certains passages en considŽrant cet exemplaire comme une source dÕidŽes et non comme un travail 
accompli. 
     Jean-Marc Dewasme È 
 
JÕai Žgalement donnŽ certains de ces exercices, sous une forme parfois diffŽrente -notamment avant de 
conna”tre ce recueil- ˆ des Žl•ves du lycŽe Pierre Poivre de la RŽunion (dans un milieu dŽfavorisŽ), et aussi ˆ 
des Žl•ves du lycŽe Jean Jaur•s de Saint-ClŽment-de-Rivi•re (dans un milieu favorisŽ). Ceci en classe enti•re, 
en devoir ˆ la maison, ou bien ˆ certains Žl•ves uniquement. Et je confirme : il y a toujours dÕexcellents Žl•ves, 
partout. Il suffit de leur donner de quoi se nourrir intellectuellement pour quÕils se rŽv•lent, ce que les 
programmes actuels (depuis 2012 en TS) ont tendance ˆ oublier. 
     FrŽdŽric Mandon 
 
 

ARITHMƒTIQUE 
 
I-1  #  DŽterminer les dimensions enti•res dÕun rectangle dont le pŽrim•tre est Žgal ˆ la surface. 

 
I -2 Trouver un nombre entier entre 1 et 1999! 1011 qui soit un carrŽ, un cube et une puissance. 



 
I -3  #  (complŽment : bases de numŽrations). Dans un syst•me de numŽration N, on note p et q les symboles de 

N ! 1 et N ! 2.  
ƒcrire 2p et p2  dans ce syst•me. 

On suppose maintenant que N = n2 +1, Žcrire les carrŽs des nombres a = nn et b = pp. 
 

I -4 Droit dÕainesse !  
Deux fr•res vendent un troupeau de moutons. Le prix de vente dÕun mouton est, en euros, Žgal au nombre 
de moutons du troupeau. La vente terminŽe, ils sont en possession dÕun nombre impair de billets de 10 
euros, et de monnaie infŽrieure ˆ 10 euros. LÕainŽ prend un billet de plus que son cadet et lui laisse la 
monnaie. Combien devrait-il lui redonner pour que le partage soit Žquitable ? 
 

I -5 DŽterminer un nombre entier entre 6 ! 104  et 8 ! 104  qui soit le produit de 3 nombres premiers dont lÕun est 
la somme des deux autres. 
 

I -6 Date historique 
Lors de la guerre de 14-18, en creusant une tranchŽe, on a dŽcouvert le cadavre dÕun soldat espagnol armŽ 
dÕune pertuisane. CÕŽtait le dernier jour du mois et le capitaine, qui avait de lÕinstruction, a multipliŽ la 
longueur en pieds de la pertuisane par son ‰ge, le numŽro du jour et la longueur en m•tres de la tranchŽe 
pour trouver 3687901. 
Pouvez-vous trouver lÕ‰ge du capitaine et la date exacte de cette dŽcouverte ? 
 

I -7 N Žtant un nombre Žcrit en syst•me dŽcimal, on appelle p le nombre formŽ par les deux derniers chiffres et 
q celui formŽ par les autres. On pose alors !n = q" 10p. Montrer que n est divisible par 7 (ou 13) si et 
seulement si !n  lÕest. 
 

I -8 Soit n un nombre tel que la somme des tranches de deux chiffres ˆ partir de la droite soit 1998. Quelle est la 
somme alternŽe des chiffres de n sachant que cette somme est strictement infŽrieure ˆ 10. 

 
I -9 OpŽrations codŽes "  

Reconstituez les opŽrations ci-dessous dans lesquelles les chiffres ont ŽtŽ remplacŽs par des lettres (en 
excusant les faiblesses en allemand). 
 

N E U F
+ U N
+ U N
O N Z E

V I N G T
+ C I N Q
+ C I N Q

T R E N T E

F O R T Y
+ T E N
+ T E N
S I X T Y

D R E I
+ V I E R

N E U N
 

 

C U A T R O
! 5

V E I N T E
 

 
I -10 On choisit 15 nombres entre 1 et 2001 soient premiers 2 ˆ 2. Montrer que parmi ces 15 nombres il y a un 

nombre premier. 
 

I -11 (complŽment : bases de numŽrations). Le professeur Mirot est invitŽ ˆ lÕanniversaire dÕAnita quÕil ne 
conna”t pas. Les amies dÕAnita ont prŽparŽ deux g‰teaux. Sur le premier, lÕ‰ge dÕAnita est reprŽsentŽ en 
syst•me dŽcimal par des bougies vertes pour les dizaines et des bougies blanches pour les unitŽs. Sur le 
second, lÕ‰ge est Žcrit en syst•me de base 12 avec des bougies roses et blanches, les blanches reprŽsentant 
toujours les unitŽs. Mais le professeur Mirot est daltonien ! Il voit 9 bougies identiques sur le premier 
g‰teau et 10 sur le second. Pouvez-vous lÕaider ˆ trouver lÕ‰ge dÕAnita ? 

 



I -12 Le trŽsor des pirates 
LÕŽquipage dÕun bateau pirate comprend 22 marins et un cuisinier chinois. Ils dŽcouvrent un coffre rempli 
de pi•ces dÕor. Les pirates dŽcident de se partager le trŽsor en parts Žgales et de laisser au cuisinier les 17 
pi•ces restantes. Mais au cours dÕune dispute 5 pirates sont tuŽs ; les autres refont le partage, ce qui ne 
laisse plus que 10 pi•ces au cuisinier. Le lendemain le bateau fait naufrage et sur une ”le ne se retrouvent 
que 9 pirates, le cuisinier et le trŽsor. Apr•s un nouveau partage le chinois, qui nÕa plus que 4 pi•ces dÕor, 
dŽcide que cela a assez durŽ et empoisonne les 9 rescapŽs. Quel est le nombre minimal de pi•ces dÕor en sa 
possession ? 
 

I -13 Pourquoi tant de n ? !  
Montrer que pour tout nombre entier n il existe un multiple de n qui ne sÕŽcrit en syst•me dŽcimal quÕavec 
des 0 et des 1. Montrer que si n est impair non multiple de 5, il existe un multiple de n qui ne sÕŽcrit quÕavec 
des 1 (ces nombres sont appelŽs des rep-unit). 
 

I -14 PŽriode (indice) 
Quel est le plus petit entier n dont lÕinverse a un dŽveloppement dŽcimal illimitŽ formŽ de 5 chiffres 
distincts se rŽpŽtant indŽfiniment ?  
 

I -15 On dit quÕun entier n est heureux sÕil existe deux entiers a et b tels que n = a+b  et n divise ab. Montrer 
que n est heureux sauf sÕil est produit de deux facteurs premiers distincts. 
 

I -16  !  !  indices. 

a. On consid•re la sŽrie harmonique 
 
un =1+ 1

2
+ 1

3
+ ! + 1

n
. Montrer que pour n >1, un  est sous s frome 

de fraction irrŽductible le quotient dÕun entier impair par un entier pair. En dŽduire que si n >1, un  
nÕest pas un entier. 

b. Plus gŽnŽralement, on consid•re la somme 
1
ii=m

n

! , o• 0 < m !  n. 

Montrer que si m= n =1 la somme est enti•re (•a ne devrait pas •tre trop difficile), et que si n = m>1 
la somme nÕest pas enti•re (•a ne devrait pas •tre trop dur non plus). 

On se place dans le cas o• n > m. Montrer que 
1
ii=m

n

!  nÕest pas un entier. 

 
I -17 Un exercice de JP Vaucelle. ! !  

Un jour Jean Dupont rencontra Albert Einstein et lui dit :  Ç votre renommŽe est telle que je connais votre 
‰ge, mais vous ignorez le mien. Mon ‰ge et le votre nÕont pas de diviseur commun, mais le votre pourrait 
•tre lÕhypotŽnuse dÕun triangle rectangle dont  les c™tŽs seraient mon ‰ge et celui de mon fils È. Apr•s un 
moment de rŽflexion Einstein dŽclara quÕil ne pouvait trouver ces ‰ges. Alors Dupont ajouta : Ç mon fils est 
majeur È. Aussit™t le grand Albert trouva les ‰ges. Quels Žtaient ce jour-lˆ les ‰ges de Dupont et fils ? 
(Einstein est mort ˆ 76 ans). 
 

I -18 Montrer que si a, b et c sont sans diviseur commun et que b2 = ac+ a2  alors a est un carrŽ. 
 

I -19 Sophisme. "  $  
On peut trouver des nombres de n chiffres dont le carrŽ se termine par ces m•mes n chiffres.  

 
I -20 ! !  et $ Soit  n = 44444444. Montrer que n <1016500 . Si on appelle a la somme des chiffres de n, b la 

somme des chiffres de a et c la somme des chiffres de b, dŽterminer c. 
 

I -21 Monsieur Septembre a eu 9 filles dont les ‰ges sont rŽguli•rement espacŽs du m•me nombre dÕannŽe. 
Cette annŽe il sÕaper•oit que le carrŽ de son ‰ge est Žgal ˆ la somme des carrŽs des ‰ges de ses filles. Quel 
‰ge a-t-il  ? (il nÕest pas centenaire) 

 
I -22 Binaire vous avez dit binaireÉ "  



On numŽrote des objets de 1 ˆ n et on dŽcide dÕen Žliminer un sur deux en renvoyant au fur et ˆ mesure les 
non ŽliminŽs en fin de liste. Quel sera le dernier ? 
Remarque : cÕest un exercice intŽressant de programmation rŽcursive. 

 
I -23 Indicateur dÕEuler ! !  $ 

Soit un entier n > 1. On appelle ! n( )  le nombre dÕentiers n infŽrieurs ˆ n et premiers avec n et En . 

a. Montrer que la somme des ŽlŽments de En  vaut 
1
2

n! n( ) . 

b. Montrer que si p est un nombre premier ! pk( ) = pk" 1 p " 1( ) . 

c. Soient 4 nombres m, n, u, v tels que um+ vn =1. 
Montrer que si x a pour reste !  dans la division par m et pour reste !  dans la division par n, alors 
x = vn! +um" + #mn. En dŽduire quÕil existe une seule solution x0  entre 0 et mn. 

d. Montrer que α ∧ m=1  et ! " n =1# ! mu +$ nv( ) " mn =1  (notation !  : premiers entre eux). 

Comprendre que cela signifie que la correspondance entre ! ;"( )  et x0  est une bijection de Em ! En  

sur Emn . En dŽduire que si m et n sont premiers entre eux alors ! mn( ) = ! m( )! n( ) . Calculer alors 
la somme des entiers infŽrieurs ˆ 2000 et premiers avec 2000. 
 

I -24 Polygones. 

Soit n un entier strictement supŽrieur ˆ 2, et k un entier tel que 0 < k < n . On pose zk = e
2ik!
n . 

On appelle Ek  lÕensemble des puissances de zk  et Pk  le polygone obtenu en joignant les images de 

 1,zk ,zk
2 ,zk

3 ,É ,zk
n . 

Montrer que si k ! n = d , alors Ek = Ed , et Ek  contient 
n
d

 ŽlŽments distincts. 

En dŽduire le nombre de polygones ˆ n c™tŽs. 
 

I -25  !  !  (complŽment : bases de numŽrations). On se propose de dŽterminer, dans une base donnŽe, des 
nombres de deux chiffres identiques dont le carrŽ sÕŽcrit avec quatre chiffres identiques, cÕest ˆ dire 

bb
2

= aaaa. 
a. Montrer quÕil nÕy a pas de solution dans le syst•me dŽcimal. VŽrifier quÕen base 41, b = 29 est une 

solution (on donnera la valeur correspondante de a). 
b. Montrer quÕen base x le probl•me sÕŽcrit b2 x+1( ) = a x2 +1( ) , et en dŽduire quÕil nÕy a pas de 

solution si x est pair (indice). 
c. On suppose donc que x est impair, x = 2p+1. Montrer quÕalors a = p+1 et b = 2p2 + 2p+1. 
d. On consid•re lÕhypoth•se supplŽmentaire b = a+1. Montrer quÕil y a une solution unique 

e. En revenant au cas gŽnŽral, on cherche p tel que p2 + p+1( )2
= b2  (E). 

DŽterminer les solutions pour p compris entre 0 et 20. 
On pose alors u0 = 0 , u1 = 3 et un+2 = 2+ 6un+1 ! un , et v0 =1, v1 = 5  et vn+2 = 6vn+1 ! vn . VŽrifier 
que p = u3  et b = v3 sont encore des solutions de (E). 

VŽrifier que un =
1! 2

4
3! 2 2( )n

+
1+ 2

4
3+ 2 2( )n

!
1
2

 

et que un =
2 ! 2
4

3 ! 2 2( )n
+
1+ 2
4

2 + 2 2( )n
. 

VŽrifier alors que pour tout n, p = un  et b = vn  sont des solutions de (E). 
 

I -26 !  !  On se propose de dŽterminer les entiers a et b non nuls vŽrifiant a− b( )2 = a+ b (on supposera 
a < b ). 

a. On pose d = a! b , a = dx, b = dy. Montrer que x+ y( ) ! x " y( )  est Žgal ˆ 1 ou 2. 



b. On suppose que x+ y( ) ! x " y( ) =1 . Montrer que x+ y = d  et que d est impair. En posant 
d = 2n+1 dŽterminer a et b en fonction de n. 

c. On suppose que x+ y( ) ! x " y( ) = 2 . DŽterminer a et b en fonction de d. 
d. DŽterminer a et b sachant que le reste de la division de a par b est 137. 

  
I -27 !  !  (complŽment : bases de numŽrations). Soit une base x > 2  et deux entiers a et b tels que 

0 < a < b < x . On note dans cette base n = ab et !n = ba, et on dit que n est un codiviseur en base x si !n  
est un multiple de n, cÕest-ˆ -dire sÕil existe k tel que !n = kn. 

a. On suppose connus x, a, b. Montrer que nŽcessairement 2 ≤ k < x−1. On pose donc (pourquoi ?) 
r = b ! ak . Montrer que 1! r ! k " 1, bk = rx + a , rx = k2 " 1( )a + kr . 

b. RŽciproquement montrer que les formules prŽcŽdentes permettent de dŽterminer un codiviseur. 
c. Montrer que k +1 et x+1 ne peuvent •tre premiers entre eux, et quÕen particulier, il nÕy a pas de 

codiviseur si  x+1 est premier. ƒtablir que 2k ! x , et que x est au moins Žgal ˆ 5. 
d. On choisit x tel que x+1= uv u >1 et v >1( )  et r = k ! 1. Montrer quÕil y au moins un codiviseur. 

DŽterminer tous les codiviseurs de la base 17. 
 

I -28 ƒtude de  a! +b! , a et b dans  !  "  
Soient deux entiers a et b strictement supŽrieurs ˆ 1, avec a > b . On appelle E lÕensemble des entiers x non 
nuls qui peuvent sÕŽcrire x = am+bn , o• m et n sont des entiers naturels, et F lÕensemble 

 
! * \ E = ! * ! E = C

! *
E . 

a. Montrer que F est non vide. 
b. Montrer que si a et b ne sont pas premiers entre eux, F est non bornŽ. 
c. On suppose que a ! b =1. Montrer que ab! a ! b+1 et tous les entiers supŽrieurs ˆ ce nombre sont 

ŽlŽments de E. En dŽduire que F a un plus grand ŽlŽment et a pour cardinal 
1
2

a ! 1( ) b ! 1( ) . 

I -29 Avec Fermat !  !  
Soit  a=11É 122É 2É 99É 9 , o• tout chiffre de 1 ˆ 9 est Žcrit p fois, et B =123456789. Montrer que si p 
est un nombre premier alors A Ð B est divisible par p. 

 
I -30 "  DŽterminer les nombres tels quÕen supprimant nÕimporte quel chiffre de leur Žcriture dŽcimale, le 

nouveau nombre obtenu soit divisible par 7. 
 

I -31 Polyn™mes de Dewasme "  
a et b Žtant deux entiers naturels, montrer que si a2 +b2  est divisible par 1+ ab le quotient k est un carrŽ. 
n Žtant choisi, dŽterminer les couples a;b( )  pour que le quotient soit n2 . 
 

I -32 Le probl•me qui rend fou "  
On propose ˆ deux excellents mathŽmaticiens de dŽcouvrir deux nombres. Pour cela on donne au premier 
Arthur la somme de ceux deux nombres, et au deuxi•me BarnabŽ leur produit. SÕengage alors le dialogue 
suivant : BarnabŽ Ç je ne peux pas trouver ces nombres È, Arthur Ç je le savais È, BarnabŽ Ç alors je les 
connais È, Arthur Ç alors moi aussi È. 
Et vous ? Pouvez-vous trouver ces nombres ? 
 

I -33  !  !  ƒtant  donnŽs 10 nombres entre 1 et 100, on peut toujours former deux sommes Žgales en utilisant 
certains de ces nombres. 
 

I -34  !  Montrer que parmi les nombres qui sÕŽcrivent en alternant des 0 et 1, comme 10101, il y a un seul 
nombre premier. 

 
I -35 Nombre de divisions dans lÕalgorithme dÕEuclide $ 

Le but du probl•me est de dŽterminer une approximation du nombre de division nŽcessaire dans 
lÔalgorithme dÕEuclide pour la dŽtermination du pgcd de deux nombres a et b, avec a > b. Il est plus que 



conseillŽ de faire des exercices de la partie Ç analyse È sur le nombre dÕor et la suite de Fibonacci avant de 
sÕattaquer ˆ ce probl•me. 
La suite de Fibonacci que lÕon utilisera dans cette partie est dŽfinie par w0 = 0, w1 = 1 et wn+2 = wn+1 + wn . 

1. Montrez par rŽcurrence que wn + 1 et wn sont premiers entre eux. 

2. Montrez que wn =
1

5
! n " # n( ) , o• ! =

1+ 5
2

, " =
1# 5

2
 (!  est le nombre dÕor). 

3. Dans cette question, on suppose que N est un entier fixŽ. Le but de la question est de dŽterminer le plus 
grand entier M tel que wM  soit le plus grand terme de la suite de Fibonacci infŽrieur ou Žgal ˆ 10N . 

a. Montrez que pour tout n entier on a ! 1< ln 1!
"
#

$
%&

'
()

n$

%
&

'

(
) <1. 

b. Montrez que M !
N ln10+ ln 5 +1

ln"
. On a donc un majorant de M.  

Remarque : on obtient aussi tr•s (?) facilement (??) un minorant. Autre remarque : tr•s rapidement, 

on a ln 1!
"
#

$
%&

'
()

n$

%
&

'

(
)  " 0, on pourrait donc prendre M = ENT

N ln10! ln 5
ln"

#

$%
&

'(
. 

 
La suite de Fibonacci que lÕon utilisera dans cette partie est dŽfinie par u0 = 1, u1 = 2 et un+2 = un+1 +un . 

4. Dans lÕalgorithme dÕEuclide, on note : 

 

a = bqn + vn

b = vnqn! 1 + vn! 1

vn = vn! 1qn! 2 + vn! 2

!

v2 = v1q0 + v0

v1 = v0qfinal

 

 o• v0 est le dernier reste non nul. 
a. DŽmontrez que pour tout k, vk+2 ! vk+1 + vk . 
b. DŽmontrez par rŽcurrence que vk+1 ! uk+1 et vk ! uk  
c. DŽmontrez que si a et b sont infŽrieurs o• Žgaux ˆ uM , o• M est un entier fixŽ, alors le nombre de 

divisions pour calculer pgcd(a ;b) est infŽrieur ou Žgal ˆ M + 1 (nombre de termes de la suite jusquÕˆ 
uM). 

5. On suppose maintenant que a et b sont infŽrieurs ˆ 10N, avec N fixŽ. Donnez un majorant du nombre de 
divisions ˆ effectuer. Application avec a et b infŽrieurs ˆ 1 milliard (vŽrification possible sur tableur). 
 

I -36 Fractions continues. 
1. ƒtant donnŽ un rŽel positif x non entier, montrer quÕil existe un couple unique  a0 ; x1( )∈! × 1;+∞] [  tel 

que x = a0 +
1
x1

, et ainsi de proche en proche xn = an +
1

xn+1

. Montrer que si x est rationnel, il existe n tel 

que xn  soit entier (penser ˆ lÕalgorithme dÕEuclide). 
On suppose dans la suite que x est irrationnel. LÕopŽration est alors illimitŽe et on dit quÕon a dŽveloppŽ x 
en fraction continue. 

On appelle alors rn =
pn

qn

 le rationnel obtenu en arr•tant lÕopŽration ˆ an  : 

 

 

rn = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

! + !

an! 1 +
1
an

 



2. Montrer par rŽcurrence que x =
pnxn+1 + pn! 1

qnxn+1 + qn! 1

, avec pn = an pn! 1 + pn! 2 , qn = anqn! 1 + qn! 2 . On posera  

p! 2 = 0 , p−1 = 0 , q! 2 =1, q! 1 = 0  (pourquoi ?). 

3. Montrer que pnqn! 1 ! qnpn! 1
= ! 1( )n

. En dŽduire que rn  est irrŽductible et que x est compris entre rn  et 

rn! 1 . 

4. Montrer que la suite qn( )  est strictement croissante, que qn > 2qn! 2 . Donner la limite de qn  en +#, et 
montrer que rn ! x  tend vers 0. 

5. DŽterminer an  pour x =
1+ 5

2
 et x =1+ 2  

 

Analyse  
 
II -1 Le peloton du tour de France fait 100 m•tres de long et roule ˆ vitesse constante v. Une moto roulant ˆ 

vitesse constante V part du dernier coureur, remonte jusquÕau premier, fait demi tour instantanŽment et 
repart tout aussi instantanŽment ˆ la m•me vitesse constante V, puis croise le dernier coureur du peloton au 
moment ou celui-ci a parcouru 100 m•tres depuis que la moto lÕa quittŽ. Quelle distance a parcouru la moto 
entre les deux moments o• elle c™toie le dernier coureur ? 
 

II -2 Le train sifflera trois fois. 
Sur une voie ferrŽe rectiligne, un train traverse un passage ˆ niveau avant dÕentrer en gare, et donne un coup 
de sifflet du passage ˆ niveau jusquÕau-delˆ de la gare. Monsieur Machin, Cheminot, a remarquŽ que la 
durŽe du coup de sifflet lui paraissait plus courte de 1,5 secondes quand il travaillait au-delˆ de la gare que 
quand il Žtait avant le passage ˆ niveau o•, par contre, elle lui paraissait plus courte dÕune seconde que 
quand il Žtait ˆ la gare. Quelle est la distance entre la gare et la passage ˆ niveau ? Quelle est la distance 
parcourue par le train pendant son coup de sifflet ? 
 

II -3  !  (trigo) Une caisse cubique de 70 centim•tre de c™tŽ est posŽe contre un mur. On appuie contre le mur 
une Žchelle de 2,5 m•tres qui est contact avec le mur. A quelle hauteur maximale lÕŽchelle peut-elle 
sÕappuyer sur le mur ? 
 

II -4 !  !  (trigo) Le rectangle de c™tŽs 5 et 1 doit, en glissant en 
A et B entre les deux demi-droites parall•les dÕorigine 0 et C. 

On donne 
 
OB
! "!!

;OA
! "! !

( ) !
"
4

2"[ ] . Quelle doit •tre la distance 

OC ?  
 
II -5  #  Un escalier roulant monte ˆ vitesse constante. LŽon monte 20 marches et arrive en 15 secondes ; Suzy 

en montant 22 marches ne met que 12 secondes, et Gaston qui descend met 18 secondes. Combien a-t-il 
descendu de marches ? 

 
II -6 "  LÕescalier du pharaon. 

Un escalier comporte 9 marches de hauteurs respectives (en partant du bas 1 Ð 1,5 Ð 0,7 Ð 1 Ð 1,2 Ð 1 -0,8 Ð 
1,2 Ð 1 et de profondeurs 3 Ð 4 Ð 1 Ð 5 Ð 3 Ð 4 Ð 4 Ð 3 (la derni•re est le palier). Le pharaon dŽcide de le 
transformer en un escalier de 4 marches en minimisant le volume ˆ ajouter. Donner les dimensions des 
nouvelles marches. 
 

II -7 $ Le Petit Chaperon Rouge part de chez elle ˆ 8h00, arrive chez sa grand-m•re dans lÕapr•s-midi (sans 
rencontrer personne). Le lendemain, apr•s un bon civet de loup, elle repart de chez sa grand-m•re ˆ 8h00, et 
arrive chez elle tranquillement, en empruntant le m•me chemin en sens inverse. Montrer quÕil existe un 
endroit du chemin par lequel elle est passŽe exactement ˆ la m•me heure les deux jours. 

 



II -8  !  !  (et Žventuellement $) On choisit un nombre rŽel x et un entier n. Montrer que parmi les nombres 

 x,2x,3x,! , n ! 1( )x , il y en a au moins un qui est ˆ moins de 1
n  dÕun entier (cet exercice est une bonne 

occasion dÕapprendre le principe des tiroirs de Dirichlet : si on a n + 1 chaussettes et n tiroirs, alors au 
moins un tiroir comporte deux chaussettes). 

 
II -9  #  $ Flocon de Von Koch 

La courbe K0  est un triangle ŽquilatŽral de c™tŽ 1 et dÕaire s. On dŽfinit par rŽcurrence une famille de 
courbes Kn  de la mani•re suivante : chaque courbe est obtenue ˆ partir de la prŽcŽdente en rempla•ant 
chaque segment par une ligne brisŽe, en construisant un triangle ŽquilatŽral sur le tiers central du segment. 
DŽterminer le pŽrim•tre et lÕaire de Kn , ainsi que leur limite quand n tend vers +#. Conclusion ? 
 

II -10  #  $ Nombre dÕor 1. 

Montrer que 

 

1+
1

1+
1

1+
1

1+
1
É

= 1+ 1+ 1+ +1+ É . 

On pourra montrer que vn+1 ! " = ! 1+ 5
2vn

" ! vn( ) , dÕo• vn+1 ! " # 0,7 vn ! " , o• v0 = 1 et vn+1 = 1 +
1
vn

 et 

! =
1+ 5

2
. 

 
II -11  #  Fibonacci. 

On consid•re la suite de Fibonacci dŽfinie par u0 =1, u1 =
1! 5

2
 et un+2 = un+1 +un . 

Ë lÕaide dÕun outil de calcul (Python, si vous nÕen avez jamais fait vous pouvez vous inspirer du notebook 
sur les suites http://nbviewer.jupyter.org/url/www.maths-info-lycee.fr/notebooks/ts_algorithmique.ipynb , 
ou bien tableur, calculatrice), calculer les 100 premiers termes de la suite. Que conjecture-t-on ?  

Soient ! =
1+ 5

2
, ! =

1" 5

2
. VŽrifier que !  et "  sont les solutions de lÕŽquation x2 ! x ! 1= 0. En 

dŽduire que lÕon a : un =! n . 
Conclure sur la validitŽ des conjectures. 
 

II -12 Fibonacci 2. 
a. On cherche de combien de fa•ons fn peut-on remplir un tonneau de n litres avec un pot de 1 litre et 1 pot 

de 2 litres ? Le sens du Ç nombre de fa•ons È fait intervenir lÕordre ; ainsi il y a trois fa•ons de remplir 
un tonneau de 3 litres : 1-2, 1-1-1, 2-1. On prendra f0 = 1 en pensant quÕil nÕy a quÕune seule fa•on de 
remplir un tonneau dŽjˆ plein, cÕest de ne rien faire. Justifier que fn+2 = fn + fn+1 . 

De telles suites, dŽfinies par leurs 2 premiers termes et cette relation de rŽcurrence sÕappellent suites de 
Fibonacci, du nom de celui qui les a caractŽrisŽ par le nombre dÕor (vers 1200). 

b. Quelle relation de rŽcurrence vŽrifie qn =
fn+1

fn

 ? En dŽduire la convergence de la suite qn (on peut faire 

lÕexercice II-10 !) 
c. Montrer que les suites un = ! n et vn = " n sont des suites de Fibonacci. En dŽduire que toute suite 

sÕŽcrivant un = a! n + b" n o• a et b sont des constantes fixŽes, est une suite de Fibonacci. 
Montrer maintenant la rŽciproque : toute suite un de Fibonacci sÕŽcrit sous la forme un = a! n + b" n. Pour 
cela on dŽterminera a et b en fonction de v0 et de v1. Donner les valeurs de a et b dans le cas prŽcis de la 
suite ŽtudiŽe au 1. 

 
II -13 Nombre dÕor 2. 



RŽsoudre lÕŽquation 

 

x =1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

É
É

1+
1
x

  (n dŽnominateurs superposŽs). 

 
II -14  #  Nombre dÕor 3. 

Soit un( )  la suite dŽfinie par u0 = 2  et un+1 =
un

2 +1
2un ! 1

. 

Montrer que un( )  converge vers le nombre dÕor ! =
1+ 5

2
. 

Montrer que un+1 ! " #
1
2

un ! "( )2
, en dŽduire que u8  est une approximation de !  ˆ au moins 10! 153. 

 
II -15 Nombre dÕor 4. 

On dŽfinit la suite   par . 

Partie A : Žtude directe (et incompl•te) 
1. Conjecturer la limite de la suite ( On pourra utiliser un tableur, une calculatrice ou un programme, 

Python ou calculatrice) 
Remarque :  sÕŽcrit complex(1,1) en Python, on dispose de phase(z) , avec en premi•re ligne 
du programme from cmath import * , pour calculer une mesure de lÕargument.  

2. On pose . DŽmontrer que : . 

En dŽduire que la suite  est dŽcroissante. Conclure sur la convergence de la suite . Calculer 

ensuite sa limite. 
3. On admet que la suite  converge. En dŽduire la limite de la suite . 

Remarque : on peut montrer par rŽcurrence que  (pourquoi a-t-on 0 ! yn
2 ! 1 ?), il est bien 

plus difficile de montrer que la suite  est croissante. 

Partie B : Žtude en passant par Fibonacci 
On consid•re la suite dŽfinie par u0 =1, u1 =1 et un+2 = un+1 +un . 

1. Soit vn =
un+1

un
 la suite des quotients de deux termes consŽcutifs. Montrer que cette suite vŽrifie 

vn+1 = 1 +
1
vn

, donner son premier terme. 

2. On admet que vn admet une limite L. VŽrifier que L = ! =
1+ 5

2
 (le nombre dÕor, pour la preuve 

relativement simple de la limite faire par exemple exercice II-10). 

3. Montrer que 
u2n+1

2 +1
u2n

= u2n+2 , en dŽduire que zn =
u2n+1

u2n

+
! 1( )n

u2n

i . Conclure sur la convergence de la 

suite . 

 

II -16  !  Soit un =
1

kk=1

n

!  et vn = un ! n . Montrer que 
1

n+1
! 2 n+1" 2 n !

1

n
. 

 
zn( )n! !

z0 =1+i

zn+1 =1+
1
zn

!

"
#

$
#

zn( )

z0

zn = xn + iyn  ! n " ! * xn >1

yn( ) yn( )

xn( ) zn( )
1! xn ! 2

xn( )

 
zn( )n! !



 En dŽduire par itŽration que la suite un( )  diverge, que la suite vn( )  est dŽcroissante et convergente. 
II -17 SŽrie harmonique et Constante dÕEuler-Mascheroni (voir aussi exercice I-16 sur le m•me th•me, du c™tŽ 

arithmŽtique). 

1. On consid•re la sŽrie harmonique 
 
un =1+ 1

2
+ 1

3
+ ! + 1

n
. En regroupant des termes consŽcutifs, montrer 

que u
2n ! 1+

1
2

n . En dŽduire que la sŽrie diverge vers +#. 

2. On consid•re la sŽrie harmonique alternŽe 
 
un =1!

1
2

+
1
3

! ! +
! 1( )n

n+1
. 

a. Calculer ! t( )n
dt

0

1

" , o•  n ! ! . 

b. Calculer lim
n! +"

#t( )n+1

1+ t
dt

0

1

$ . 

c. En dŽduire la limite de la sŽrie harmonique alternŽe. 
3. On vient de voir au 1 que la sŽrie harmonique diverge. On sait Žgalement que la suite  

lnn( )n! ! *  diverge 

vers +#. Comparons les deux. 

Montrer que pour tout entier n >1, 
1

n+1
! ln

n+1
n

"
#$

%
&'

!
1
n

. 

On pose 
 
un =1+

1
2

+
1
3

+! +
1

n! 1
! lnn   et 

 
vn =1+

1
2

+
1
3

+! +
1
n
− lnn. Montrer que la suite un( )  est 

croissante, vn( )  est dŽcroissante, et que ces deux suites ont la m•me limite !  appartenant ˆ 0;1] [ .  

Remarque : On en conclut que les deux suites (sŽrie harmonique et  
lnn( )n! ! * ) ont la m•me Ç vitesse de 

convergence È. 
 

II -18  !  !  On pose u1 =1 et un+1 = 2un + 3un
2 +1 . Montrer que un est un entier pour tout  n ! ! . 

II -19 !  !  a est un entier impair. On pose u0 = b entier positif, et si un  est pair, alors un+1 =
1
2

un , alors que si 

un  est impair, un+1 = un + a . Montrer quÕil existe p tel que up ≤ a , et que un  est pŽriodique ˆ partir du rang 

p. 
 

II -20 Algorithme de Babylone. On dŽfinit la suite 
 
un( )n! !

  par 

u0 = 2

un+1 =
1
2

un +
2
un

!

"#
$

%&

'

(
))

*
)
)

. 

1. Montrer que la suite 
 
un( )n! !

 vŽrifie 2 ! un+1 ! un ! 2. Conclure sur la convergence de la suite, puis 

dŽterminer la limite L de 
 
un( )n! !

. 

2. DÕapr•s la calculatrice, et un peu dÕintuition, ˆ partir de quel rang a-t on une valeur approchŽe de L ˆ 
3.10-6 pr•s ? ˆ 2.10-12 pr•s ? ˆ 10-48 pr•s ? 

3. Calculer lim
n! +"

un+1 # L

un # L( )2 . En dŽduire que 
 
un+1 ! L !

1

2 2
un ! L

2
. Si un  est une valeur approchŽ de L ˆ 

10! k , que peut-on dire sur la prŽcision de un+1 en tant que valeur approchŽe de L ? 
 

II -21 Simplifier 1
2

76 1+ 2
21
9

3 + 1! 2
21
9

3
"

#
$$

%

&
''

+ 44 6 +11
21
9

3 + 6 ! 11
21
9

35

+ 76 1+ 2
21
9

3 + 1! 2
21
9

3
"

#
$$

%

&
''

! 44 6 +11
21
9

3 + 6 ! 11
21
9

35

(

)

*
*
*
*
*
*
*

+

,

-
-
-
-
-
-
-

 



 

II -22 ƒtudier rapidement la fonction f x( ) =
x3 ! 9x
x2 ! 1

. On note D lÕensemble de dŽfinition de f et I = ! 1;1] [ . 

On consid•re a∈D  et lÕŽquation f x( ) = f a( ) . Montrer que cette Žquation a trois solutions, dont une et 
une seule dans D. DŽterminer algŽbriquement les trois solutions. ReprŽsenter graphiquement la fonction g 
qui ˆ a associe celle des solutions qui est dans I. 

 
II -23 Le paravent 

Un paravent est constituŽ de deux parties MA et MB articulŽes en O, de 1 m•tre chacune. On se place ce 
paravent dans le coin (angle droit) BOA dÕune pi•ce, M Žtant sur la bissectrice. On cherche ˆ obtenir une 
surface OAMB maximale. 
ƒtudier ce probl•me : 

a. En prenant comme inconnue lÕabscisse x de M dans un rep•re 
 
O,

!
i ,

!
j( )  

b. En prenant comme inconnue lÕangle 
 
θ = AM

! "! !!
;OB
! "!!

( ) . 

 
II -24  !  $ (complŽment : asymptotes obliques) Soit f la fonction dŽfinie sur  !  par 

 
f : x ! x 4 +1+ x2 ! 4x . On note Cf sa courbe reprŽsentative. 

ƒtudier f en sŽparant deux cas suivant les valeurs de x, ne pas oublier la dŽrivabilitŽ en 0 et 4 (on montrera 
lÕexistence de tangentes verticales) 
Pour trouver les Žquations des asymptotes en + # et en - # (on pourra utiliser la mŽthode suivante : 

  si lim
x! +"

f x( )
x

= a et lim
x! +"

f x( ) # ax = b  alors 
  
lim

x ! +"
... ˆ conclure). 

ƒtudier lÕintersection de Cf avec ses asymptotes (pour ceux qui nÕont pas peur des calculs). 
 

II -25 Un amour de fonction. 

ƒtudier les fonctions u x( ) = 1! x2  et v x( ) = 2 x ! x2 , et en particulier leur dŽrivabilitŽ en 0 et 1. En 

dŽduire lÕŽtude de v+u  et v ! u . Quelle est lÕaire du domaine dŽlimitŽ par les courbes reprŽsentatives de 
ces deux derni•re fonctions ?  
 

II -26  #  $ ƒtudier la fonction f dŽfinie par f x( ) = x2 ! lnx , et prŽciser les tangentes aux extrŽmitŽs de son 
domaine de dŽfinition. 
 

II -27 (complŽment : fonctions puissances) On pose fa x( ) = xa exp ! x2( ) , o•  a ! ! + . ƒtudier les fonctions fa  

en prŽcisant selon a la tangente en O. DŽterminer une fonction g dont la courbe contient tous les points 
dÕordonnŽe maximale de toutes les courbes Ca . ƒtudier g et reprŽsenter sur un m•me graphique la courbe 
de g et celles de f1 2  et f9 2 . 

 

II -28  #  Donner les 100 premiers chiffres apr•s la virgule de 
2e2001! e1789

e2001! e1789 . On pourra utiliser la calculatrice 

(non testŽ sur TI-Nspire, peut-•tre quÕon obtient quasi directement la rŽponse). 
 
II -29 La tractrice $ 

Soient les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, et tangente hyperbolique dŽfinies 

respectivement par ch x( ) = ex + e! x

2
, sh x( ) = ex ! e! x

2
, th x( ) = sh x( )

ch x( ) . 

Calculer ch2 x( ) ! sh2 x( ) ,  ch2 x( ) + sh2 x( )  et ch x( ) ! sh x( ) . 
ƒtudier rapidement la fonction ch, soit C sa courbe reprŽsentative. 



Soit M un point de C dÕabscisse a > 0, m sa projection sur lÕaxe des abscisses, et P la projection orthogonale 
de m sur la tangente !  en M ˆ la courbe C. ƒcrire lÕŽquation de !  et dŽterminer les coordonnŽes de P en 
fonction de a. Quelle est la distance mP ? 

On pose f t( ) = ln
1+ 1! t 2

t

"

#
$

%

&
' ! 1! t 2 . ƒtudier la fonction f (on admettra que la courbe Γ  de f a une 

tangente horizontale en 1). Montrer que les coordonnŽes x, y de P vŽrifient la relation x = f y( ) , et en 
dŽduire ˆ partir de !  lÕensemble des points P quand M dŽcrit C . Montrer que (mP) est tangente ˆ cet 
ensemble. 
 

II -30  #  (complŽment : asymptotes obliques) On consid•re la fonction f dŽfinie par  f t( ) = t − ln t  

ƒtudier succinctement f et en dŽduire lÕexistence dÕun unique rŽel t0  tel que f t0( ) = 0 . Donner un 

encadrement de t0  ˆ 10! 2 , Žtudier le signe de f t( )  suivant les valeurs de t. 

Soit maintenant la fonction g dŽfinie par g x( ) = xln1!
1
x

+ x ! 1. ƒtudier les limites de g en 1 et ̂ lÕinfini. 

Montrer que g a une limite finie en 0. Si on prolonge g en prenant cette limite comme valeur de g 0( ) , 
quelle est alors la tangente en 0 ˆ la courbe reprŽsentative de g ? 
Montrer que la droite dÕŽquation y = x ! 2  est asymptote ˆ la courbe de g. 

Calculer !g x( )  et montrer que !g x( ) = f t( )  en posant t =
x

x −1
. En dŽduire alors les variations de g (on 

appellera x0  la valeur annulant !g ). 

Exprimer  g x0( )  en fonction de t0  et en dŽduire un encadrement de g x0( ) . 
 

II -31  "  Moyenne gŽnŽralisŽe 
a. Soient # et $ deux rŽels strictement positifs tels que ! + " =1, b un rŽel positif et h la fonction dŽfinie 

par h x( ) = ! x+ " x# x! b" . En Žtudiant les variations de h montrer que pour tout a > 0 ! a+ " b # a! b" , 
lÕŽgalitŽ nÕayant lieu que si a = b. 

b. Si 
 
a1,É ,ap  et  b1,…,bp  sont deux suites de rŽels strictement positifs montrer lÕinŽgalitŽ 

(H) ai
! bi

"

i=1

p

# $ ai
i=1

p

#%
&'

(
)*

!

bi
i=1

p

#%
&'

(
)*

"

  (indice) 

c. 
 
c1,É ,cp  Žtant une suite de rŽels positifs de somme 1 et 

 
d1,É ,dp  une suite strictement croissante de 

rŽels positifs, on pose m x( ) = cidi
x

i=1

p

!"
#$

%
&'

1
x

. DŽterminer les limites de m x( )  quand x tend vers 0, +# , -# 

La limite en 0 servira de prolongement par continuitŽ et sera notŽe m 0( ) . Indice 

d. On suppose 0 < x < y , montrer en utilisant (H) que m x( )x
< m y( )x

 ; montrer un relation analogue en 
supposant que x et y sont nŽgatifs. En dŽduire que m est croissante sur  ! . 

En comparant m ! 1( ) , m 0( ) , m 1( ) , m 2( )  on obtient les inŽgalitŽs usuelles sur les moyennes 
harmoniques, gŽomŽtriques, arithmŽtiques et quadratiques. 
 

II -32 "  sans indications (mais tr•s beau). !  avec les indications, on peut mŽlanger les deux mŽthodes 
Žventuellement. 
Trouver les fonctions f de  ! *

+  dans  ! *
+  vŽrifiant f x! f y( )( ) = y! f x( )  pour tout couple x; y( ) , avec 

lim
x! +"

f x( ) = 0 . Indices 

 
II -33 Montrer que lÕŽquation  ! 1+ x+ x2 +! + xn = 0  a pour n > 2  une solution positive unique un . Montrer 

que la suite un( )  est dŽcroissante, convergente, et a pour limite 0,5. 
 



II -34 PrŽliminaire : lorsquÕelle existe, on appelle fonction rŽciproque de la fonction f : I ! J la fonction notŽe 

f ! 1 : J" I  telle que  f ! f ! 1 = f ! 1 ! f = id , o• id est la fonction identitŽ : id x( ) = x . On admet lÕexistence 

des fonctions rŽciproques lorsque f est une bijection. On rappelle Žgalement que  f ! g( )! = !g " !f ! g . 

On consid•re la fonction tangente, dŽfinie sur !
"
2

;
"
2

#
$%

&
'(
, et notŽe ici ! x( ) = tanx . On pose pour tout rŽel x 

f x( ) =
dt

1+ t20

x

! . 

1. Calculer lÕaire du domaine dŽlimitŽ par la courbe de! , et les droites dÕŽquations respectives x = 0 et 
y =1 (cÕest bien y et non x). 

2. Calculer la dŽrivŽe de  f ! !  et en dŽduire f 0( ), f 1( ), f 3( ) . 

3. Ë lÕaide dÕune intŽgration par parties, calculer I = ln 1+ t2( )dt
0

3

! . 

4. On pose g x( ) =
f x( )

x
. Montrer que 

1
1+ x2 ! g x( ) ! 1 et en dŽduire la limite de g en 0. 

DŽterminer la limite de lim
x! 0

f x( ) " lnx . 

 
II -35  !  Fonction moyenne. On rappelle que f n( )  dŽsigne la dŽrivŽe n-i•me de f. (fonctions composŽes) 

Pour toute fonction f monotone, indŽfiniment dŽrivable sur  !
+ , on dŽfinit la fonction moyenne de f sur 

0; x[ ]  par F x( ) =
1
x

f t( )dt
0

x

! . 

1. Montrer que lim
x! 0+

F x( ) = f 0( )  

2. Montrer que f est monotone de m•me sens que f. 

3. Ë lÕaide dÕune intŽgration par parties sur ., montrer que F n( ) x( ) =
1

xn+1 t n f n( ) t( )dt
0

x

!  

 
II -36 IntŽgrales de Bessel (fonctions composŽes, fonctions rŽciproques cf. II 34) 

On pose f t( ) =
1

2t2 + 2t +1
, dŽfinie sur  ! , F est une primitive de f, et g x( ) = F

1+ tanx
2

!
"#

$
%&

. 

1. Calculer !g x( ) , en dŽduire g x( )  puis f t( )dt
0

1

! . 

On pose alors I p,q = t p 1! t( )q
dt

0

1

"  et un = I n,n . 

2. Montrer ˆ lÕaide dÕun encadrement que lim
n! +"

un = 0 . 

3. Ë lÕaide dÕune intŽgration par parties, dŽterminer une relation entre I p+1,q+1  et I p+2,q . 

4. En dŽduire que un =
n!( )2

2n+1( )!
. Comparer avec la valeur de un  obtenue directement apr•s 

dŽveloppement de 1! t( )n
 par la formule du bin™me (on ne cherchera pas ˆ rŽduire la somme 

obtenue). 

5. Montrer que 
2t 1! t( )( )n+1

2t 2 ! 2t +1
dt

0

1

"  tend vers 0 quand n tend vers +#. En intŽgrant 

f t( )−1− 2kt k 1− t( )k

k=1

n

∑ , dŽterminer lim
n! +"

2kuk
k=1

n

# . 

 
II -37  .IntŽgrales de Wallis et premi•re formule de Stirling (de premi•re esp•ce). 

Soit I n = cosn x!dx
0

"
2#  (intŽgrale de Wallis). 



1. Calculer I 0  et I1 . Montrer que la suite I n( )  est dŽcroissante. 

2. Par une intŽgration par parties, montrer que n! I n = n" 1( )! I n" 2 . 
3. En dŽduire : 

a. que 
  
lim
n! +"

I 2p+1

I 2p

=1 ; 

b. que I 2n =
!
2

"
2n( )!

2nn!( )2  et I 2n+1 =
2nn!( )2

2n+1( )!
 

4. On pose un =
n!en

nn n
 pour n $ 1. Le but de cette partie est de montrer que un( )  est convergente. 

a. RŽsultats prŽliminaires. 

i. Montrer que 
  
! x " 0; 1

2
#

$
%

&

'
(   

  
!

2
3

x3 "
1
2

ln
1! x
1+ x

#
$%

&
'(

" 0  . 

ii.  Montrer que    ! n " ! *   . 

iii.    (dÕo• 
   

1
12

+
1
22

+! +
1
n2

! 2 bien sžr). 

iv. Montrer que 

  

!
2

3 2n+1( )2
" !

1
6n2  . 

b. Soit   
vn = ln un( )  . 

i. Montrer que 
  

un+1

un

= e
n

n+1
!
"#

$
%&

n+
1
2

 . En dŽduire que 

  

vn+1 ! vn =
1
2

2n+1( )"ln
1!

1
2n+1

1+
1

2n+1

#

$

%
%
%

&

'

(
(
(

 

. 

ii.  Montrer que 
  
!

1
6n2

" vn+1 ! vn " 0 . Conclusion ? 

iii.  Montrer que 

   

vn ! 1"
1
12

+
1
22

+! +
1

n" 1( )2

#

$
%
%

&

'
(
(

 . 

iv. EN dŽduire que les suites  
vn( )  et  

un( )  convergent. On appellera L la limite de  
un( )   

5. DŽterminer la limite L de la suite un( )  en comparant 
un( )2

u2n

 et 
I2n+1

I2n

. En dŽduire un Žquivalent de la 

factorielle en +#, cÕest ˆ dire une fonction f telle que lim
n! +"

n!
f n( ) = 1 . On Žcrira alors  n! ! f n( )  

(formule de Stirling). 
 

II -38  !  $ Somme des carrŽs des inverses des entiers (probablement un exo du bac de fin 70- dŽbut 80). 

Soit 
 
un( )n! ! *  la suite telle que un =

1
p2

p=1

n

! . 

1. DŽmontrer que pour tout entier  n ! ! *  : un ! 1"
1
t2 dt

1

n

# " un !
1
n2 . 

En dŽduire que pour tout entier  n ! ! *  : 1!
1
n

+
1
n2 " un " 2 !

1
n

. 

Montrer que la suite un( )  est convergente, encadrer sa limite. 

2. On note I n = t2 cos nt( )!dt
0

"

#  et Kn = t2 cos nt( )!dt
0

"

# , o•  n ! ! * . 



Ë lÕaide dÕintŽgration(s) par parties, calculer I n  et Kn  en fonction de n. 

En dŽduire que 
1
n2 =

t 2

2!
" t#

$%
&
'(

cos nt( )dt
0

!

)  

3. Soit n un entier naturel non nul, et t un rŽel de lÕintervalle 0;![ ] . 

Calculer en fonction de n et t la somme ei pt

p=1

n

! . 

En dŽduire que : si t ! 0;"] ]  alors cos pt( )
p=1

n

! =
sin n+

1
2

"
#$

%
&'

t
(

)*
+

,-

2sin
t
2

.
1
2

 

Si t = 0  alors cos pt( )
p=1

n

! = n 

4. Calculer lÕintŽgrale 
t 2

2!
" t

#
$%

&
'(

dt
0

!

) . 

5. Montrer que la fonction 

 

g : x !
t !

t 2

2"

2sin
t
2

, dŽfinie sur 0;π] ]  peut •tre prolongŽe par continuitŽ en 0. 

Montrer que la fonction g ainsi dŽfinie sur 0;![ ]  est positive et majorŽe sur 0;![ ] . 
DŽmontrer que la fonction g est dŽrivable sur 0;π] ]  et que sa fonction dŽrivŽe est continue sur 0;π] ] . 

6. Justifiez que pour tout  n ! ! *  : 
! 2

6
" un = g t( )sin n+

1
2

#
$%

&
'(

t
)

*+
,

-.0

!

/ dt . 

7. Soit !  un nombre rŽel strictement compris entre 0 et ! . Soit M un majorant de g sur 0;![ ] . DŽmontrez 

que g t( )sin n+
1
2

!
"#

$
%&

t
'

()
*

+,0

-

. dt /
2M

2n+1
 (variante si vous trouvez cela plus facile ! M " # ) 

DŽmontrez que g t( )sin n+
1
2

!
"#

$
%&

t
'

()
*

+,-

.

/ dt = 2g -( )
cos n+

1
2

!
"#

$
%&
-

'

()
*

+,

2n+1
+

2
2n+1

0g t( )cos n+
1
2

!
"#

$
%&

t
'

()
*

+,-

.

/ dt  

8.  Utiliser la question 5 pour montrer quÕil existe un nombre rŽel A strictement positif tel que pour tout n 

de  !
*  : !g t( )cos n+

1
2

"
#$

%
&'

t
(

)*
+

,-.

/

0 dt 1 A / 2 .( ) . 

9. DŽduire des rŽsultats prŽcŽdents que un !
" 2

6
#

4M + 2A"
2n+1

 (avec la variante du 7 on trouve 

!
M
n

+
2M

2n+1
+

2A"
2n+1

) 

Conclure sur la limite de la suite 
 
un( )n! ! * . 

 

II -39 "  Montrer que si a, b et c sont dans 0;1[ ]  alors 
a

1+bc
+

b
1+ ca

+
c

1+ ab
! 2 . 

 
II -40 "  Bac 78 (dŽrivŽe des fonctions composŽes, intŽgration par parties, tr•s bel exercice) 

Soit f x( ) = exp !
x

cos2 t
"
#$

%
&'

dt
0

(
4) , dŽfinie sur  ! . 

1. Comparer f x( )  et exp ! x( ) , et dŽterminer la limite de f en +#. 



2. On dŽfinit la fonction !  par f x( ) = f a( )+ x ! a( ) " x( ) !
exp !

a
cos2 t

#
$%

&
'(

cos2 t
dt

0

)
4*

+

,

-
-
-
-

.

/

0
0
0
0

. 

Montrer que lim
x! a

" x( ) = 0 . En dŽduire que f est dŽrivable, et la valeur de !f x( )  (on pourra utiliser cette 

dŽfinition pour f dŽrivable : pour tout h tel que a+ h ! I , on peut Žcrire
f a+ h( ) = f a( )+ h! "f a( )+ h!# h( ) , o• lim

h! 0
" h( ) = 0 ; !f a( )  est appelŽ nombre dŽrivŽ de f en a). 

3. Soit P une primitive de la fonction  x ! e! x2

 dŽfinie sur  ! , et soit Q la fonction dŽfinie par 

Q t( ) = P xtan t( )( )  

Montrer que Q est dŽrivable et que e! t2

dt
0

x

" = x
exp ! x2 tan2 t( )

cos2 t
dt

0

#
4" . 

4. Soit g x( ) = f x2( ) . Montrer que !g x( ) = " 2e" x2

e" t2

dt
0

x

# . 

5. On pose h x( ) = g x( )+ e! t2

dt
0

x

"( )2

. Calculer !h x( )  et en dŽduire lim
x! +"

e#t2

dt
0

x

$ . 

 
II -41 "   

a est un param•tre rŽel, ga x( ) = a+
exp !

x2

2
"
#$

%
&'

x
+ exp !

t 2

2
"
#$

%
&'

dt
0

x

(  et fa x( ) =
exp !

x2

2
"
#$

%
&'

a+ exp !
t 2

2
"
#$

%
&'

dt
0

x

(
. 

On admet que lim
x→+∞

exp − t 2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt
0

+∞

∫ = π
2

 (on peut faire le lien avec lÕexercice II-40, ainsi quÕavec le cours 

sur la loi normale) 
1. Comparer g−a −x( )  et ga x( ), f! a ! x( )  et fa x( ) . 

2. ƒtudier les variations de ga  et de fa  pour a < 0, en sŽparant pour fa  les cas a < !
"
2

 et a > !
"
2

. 

 

ProbabilitŽs  et dŽnombrements  
Remarque : Cn

p =
n
p

!

"
#

$

%
& (coefficients binomiaux ou combinaisons). 

 
III -1 Zoo au logis : Odile a plusieurs sortes d'animaux dont exactement 2 ne sont pas des mammif•res, 3 ne 

sont pas des chiens, 4 ne sont pas des chats, 5 ne sont pas des perroquets. Combien Odile a-t-elle de chats? 
de chiens? 
 

III -2 En entrant dans un pub apr•s un match de rugby France-ƒcosse, jÕy trouvais : 8 femmes, 82 personnes 
ivres, 2 hommes en kilt nÕayant pas bu, 4 femmes en pantalon, 6 personnes ivres en pantalon, 77 hommes 
en kilt, 19 personnes en pantalon, et 1 femme ivre en pantalon. Combien Žtions-nous ? 

 
III -3  !  !  Dans un damier carrŽ de n ! n  combien y-a-t-il de carrŽs ? de rectangles ? Dans un triangle 

ŽquilatŽral de c™tŽ n o• lÕon a tracŽ toutes les unitŽs parall•les aux c™tŽs, combien y-a-t-il de 
parallŽlogrammes ? 

 
III -4  !  !  Les probl•mes du facteur (arrangements, combinaisons) 

a. Un premier facteur, stagiaire, arrive devant un immeuble dont lÕentrŽe est dŽpendante dÕun digicode ˆ 
quatre chiffres non nuls. Il sait que ces 4 chiffres sont diffŽrents. Combien y-a-t-il de codes diffŽrents ?   



Une fois entrŽ dans lÕimmeuble, il trouve 10 boites aux lettres dans lesquelles il doit rŽpartir 7 
prospectus diffŽrents. Combien y-a-t-il de rŽpartitions sÕil ne doit mettre quÕun prospectus par boite ? 
SÕil peut en mettre plusieurs par boite ? 

b. Un deuxi•me facteur, plus expŽrimentŽ, se trouve confrontŽ aux m•mes probl•mes, sauf que le digicode 
est ˆ 5 chiffres, qui sont dans un ordre croissant (on peut faire 2 Žtudes : strictement croissant ou au sens 
large). Il a 7 prospectus identiques, et il peut en mettre plusieurs par boite. RŽpondre aux m•mes 
questions.  
 

III -5  !  (sur la fin) $ Le probl•me du scrutin. 

A 1¡) Identifier les coefficients binomiaux de x4  dans 1+ x( )8
 et dans 

1+ x( )4
1+ x( )4

 

 2¡) Identifier les coefficients binomiaux de x4  dans 1+ x( )8
 et dans 

1+ x( )3
1+ x( )5

. VŽrifier numŽriquement la formule obtenue ˆ partir de 1¡) 
et 2¡). 
B  Un point mobile se dŽplace sur les lignes d'un quadrillage illimitŽ 
d'origine O. A l'instant t = 0 il se trouve ˆ l'origine. A chaque unitŽ de 
temps, il se dŽplace d'une unitŽ de longueur, vers la droite ou bien vers le 
haut. 
1¡) Calculer le nombre de trajectoires reliant O ˆ Aa;b( ) . On dit que ce 
sont des chemins minimaux (pourquoi "des"?). En dŽduire le nombre de chemins minimaux joignant A
xA ; yA( )  ˆ B xB ; yB( ) . 

2¡) Le but de la question est de dŽmontrer la relation 
 
C2n

n = Cn
0( )2

+ Cn
1( )2

+! + Cn
n! 1( )2

+ Cn
n( )2

 

a/ Premi•re mŽthode : calculer de deux mani•res le nombre de tirages de n boules dans une urne 
contenant n boules violettes ˆ points verts et n boules ocres ˆ rayures carmin. 
b/ Deuxi•me mŽthode : en dŽnombrant le nombre de chemins minimaux joignant O0;0( )  ˆ N n;n( ) . 
Remarque : la droite tracŽe sur le schŽma nÕest pas lˆ par hasardÉ 

3¡) Par un raisonnement similaire au 2))b/, dŽmontrer la formule : 

 
! n " ! ! p " ! ! q " !    tel que   0 # q # n+ p Cn+p

n = Cq
kCn+p$q

n$k

k=0

k=q

% . 

On pourra introduire la droite dÕŽquation x+ y = q  
ƒcrire la formule correspondant ˆ A(5 ; 8) avec la droite dÕŽquation x+ y = 5 . 
C 1¡) DŽmontrer le principe de rŽflexion : Ç Žtant donnŽ une parall•le D ˆ la premi•re bissectrice, et deux 
points A et B situŽs du m•me c™tŽ de D, alors le nombre de chemins minimaux joignants A ˆ B et coupant 
ou touchant D vaut le nombre de chemins minimaux joignants B au symŽtrique !A  de A par rapport ˆ D È. 
2¡) DŽmontrer le thŽor•me dÕAndrŽ (1887) : Ç soient p et q des entiers tels que 1 !  p < q. on pose p+ q = n. 

Alors les chemins minimaux joignant 0 au point Mp;q( )  et nÕayant en commun avec la premi•re 

bissectrice que le point O sont au nombre de 
q ! p
q+ p

Cn
p  È 

3¡) Et enfin rŽsoudre le probl•me du scrutin: "Žtant donnŽ un scrutin ˆ l'issue duquel les candidats P et Q 
recueillent p et q voix, avec 1 !  p < q, quelle est la probabilitŽ pour que Q ait constamment la majoritŽ 
pendant le dŽpouillement?". 
Remarque : on peut Žgalement voir le probl•me comme la modŽlisation de la ruine dÕun joueur. SÕil gagne 
une partie, il va vers la droite, sÕil perd vers le bas. Il est ruinŽ quand il passe sous la droite. 
 

III -6 Combinaisons avec rŽpŽtitions. 
On note ! n

p  le nombre de fa•ons de ranger p objets indiscernables dans n tiroirs. 

1¡) Calculer ! n
p  pour n ! 3 et p ! 5.  

2¡) Mod•le: 

a

A

O



     
 
 a/ Montrer alors qu'un rangement peut •tre considŽrŽ comme un mot de p + n - 1 lettres formŽ ˆ l'aide de 
p lettres "O" (les p objets) et de n - 1 lettres "C" (les n-1 cloisons). 
 b/ En dŽduire que Γn

p = Cn+p−1
p . 

3¡) Applications (dans chaque cas, trouver les "objets" et les "tiroirs"). 
 a/ DŽterminer le nombre de solutions de l'Žquation (x,y,z) de l'Žquation x + y + z = 10, o• x, y et z sont 
des entiers naturels. 
 b/ DŽterminer le nombre de termes apr•s rŽduction de (a + b + c + d)5. 

 
III -7 Permutations avec rŽpŽtitions. 

Compter le nombre d'anagrammes des mots: ananas, abaca, Lucullus, Mississippi, suissesses. 
 
III -8 On dispose de p couleurs avec lesquelles on colorie au hasard n cases dÕune bande de papier. Quelle est 

la probabilitŽ pour que deux cases voisines soient toujours de couleur diffŽrente ? 
On reprend le probl•me avec une couronne circulaire.  
Calculer la probabilitŽ pour que deux cases voisines soient toujours de couleur diffŽrente avec 3 cases. 
Soit un  le nombre de coloriages satisfaisants pour une couronne de n cases. Trouver une relation de 

rŽcurrence entre un  et un! 1 , en dŽduire que un = p ! 1( )n + ! 1( )n p ! 1( ) , puis rŽpondre au probl•me. 

III -9  #  $ Calculer les probabilitŽs de deux ŽvŽnements A et B dÕun univers !  sachant que PA B( ) =
2
3

, 

PB A( ) =
9
11

 et P A ! B( ) =
1

12
. 

 
III -10 Les jours de gr•ve, la mŽtŽo nationale assure un service minimum avec deux grenouilles aux 

comportements indŽpendants, quel que soit le temps. En mai, il pleut deux jours sur cinq. Quand il va 
pleuvoir, chaque grenouille annonce la pluie huit fois sur 10 et elles annoncent simultanŽment le beau temps 
une fois sur vingt-cinq. Quand il va faire beau, chacune annonce le beau temps neuf fois sur dix. Les 
grenouilles ont Žgalement un comportement indŽpendant conditionnellement au beau temps. 
Le 13 mai, jour de gr•ve, elles annoncent toutes les deux quÕil va faire beau. Calculer la probabilitŽ pour 
quÕil pleuve. 
 

III -11 $ On lance trois pi•ces de monnaie. Montrer avec un arbre que la probabilitŽ que toutes trois 
retombent du m•me c™tŽ, que ce soit pile ou face, est de 1/4. Soit. Pourtant, si on lance trois pi•ces, il y en a 
forcŽment deux qui seront dŽjˆ du m•me c™tŽ ; la troisi•me y sera avec une chance sur deux. J'ai donc une 
chance sur deux que toutes trois tombent du m•me c™tŽ. Expliquer lÕerreur de raisonnement. 
 

III -12 Le Bon, la Brute et le Prof de maths myope 
Dans le cultissime film de Sergio LŽone, le Bon, la Brute et le Truand sÕaffrontent lors dÕun Ç truel È -un 
duel ˆ trois-, au milieu du cimeti•re circulaire de Sad Hill. Pour la petite histoire, ce cimeti•re Žtait un 
dŽcor, qui a ŽtŽ reconstruit gr‰ce ˆ un crowdfunding : les croix portent dŽsormais les noms des donateurs. 
On va remplacer le Truand par le Prof : un professeur de mathŽmatiques, myope de surcroit. 

 

a

objets

tiroirs n - 1 cloisons



  
Lors de ce duel, chacun tire ˆ son tour sur lÕadversaire de son choix. Celui qui tire en premier est tirŽ au 
hasard. Le Bon touche sa cible ˆ tous les coups. La Brute touche son adversaire 9 fois sur 10. Et le Prof, 
Žtant myope, nÕatteint sa cible quÕune fois sur deux. Sachant que le Bon et la Brute ont tout intŽr•t ˆ tirer 
lÕun sur lÕautre puisque le Prof nÕest pas dangereux, expliquer pourquoi ce dernier dŽcide de tirer en lÕair 
tant quÕil a deux adversaires, en calculant sa probabilitŽ de survie, ainsi que celles du Bon et de la Brute. 
ComplŽter Žventuellement en calculant les probabilitŽs de survie de chacun avec la stratŽgie qui consisterait 
ˆ tirer sur lÕadversaire le plus dangereux y compris pour le Prof (non testŽ par votre honorŽ professeur). 
Ç Tu vois, le monde se divise en deux catŽgories : ceux qui ont un pistolet chargŽ et ceux qui creusent. Toi, 
tu creuses. È Le Bon 
 

III -13 Les variables alŽatoires du garagiste (complŽment : variables alŽatoires indŽpendantes, fonction de 
rŽpartition). 
Un garagiste a deux voitures quÕil peut pr•ter ˆ ses clients. Chacune de ces voitures est indisponible une fois  
sur cinq de mani•re indŽpendante. X est la variable alŽatoire Žgale au nombre de voitures disponibles,  
Y est le nombre de clients demandeurs, et Z le nombre de voitures pr•tŽes. On sait que P y = 0( ) = 0,3, 

P Y =1( ) = 0,5. DŽterminer la fonction de rŽpartition de Z. 
 

III -14 ƒlections !  
ConsidŽrons un triangle ŽquilatŽral ABC et un point M intŽrieur au triangle. 
1. Montrer que la somme des distances de M aux trois c™tŽs du triangle est indŽpendante de M. 
2. ConsidŽrons a, b, c les pourcentages de voix obtenus par trois candidats lors dÕune Žlection. La somme 

des pourcentages Žtant 1, il existe un unique point M intŽrieur au triangle ŽquilatŽral de hauteur unitŽ, 
tel que M soit aux distances a, b, c des c™tŽs. Cette Žlection doit dŽsigner au scrutin proportionnel 5 
dŽlŽguŽs. Les points correspondants pour chaque liste ˆ un nombre exact dÕŽlus sont les sommets de 25 
triangles ŽquilatŽraux. Montrer que si lÕŽlection se fait au plus fort reste, lÕintŽrieur de chaque petit 
triangle se partage en 3 zones par les segments joignant le centre du triangle au milieu des c™tŽs, et que 
le triangle initial se partage en un pavage hexagonal. 

3. En dŽduire alors quÕune liste peut perdre un Žlu tout en gagnant des voix. DŽterminer la probabilitŽ de 
chaque type de rŽsultats. 

 
 

COMPLEXES ET GƒOMƒTRIE 
 

Remarque prŽliminaire : pour de nombreux exercices utilisant les complexes en gŽomŽtrie, il est utile de 
conna”tre les expressions complexes des transformations usuelles. 

¥ Rotation de centre !  dÕaffixe % et dÕangle & : !z " # = ei$ z" $( )  

¥ Translation de vecteur  
!
u  :  !z = z+ z!

u . 
¥ HomothŽtie de centre !  dÕaffixe % et de rapport k : !z " # = k z" $( ) 

¥ Similitude de centre !  dÕaffixe % , dÕangle & et de rapport k : !z " # = kei$ z" $( ) . Une similitude est 
une composŽe de rotation et dÕhomothŽtie de rapport positif. Utile pour, par exemple, un triangle 

rectangle isoc•le, quÕon peut obtenir avec une similitude de rapport 2  et dÕangle 
!
4

. 

IV -1 $ On consid•re un triangle ŽquilatŽral AB ′A , O le milieu du segment A !A[ ] , et un rep•re 

orthonormal dÕorigine O dans lequel B a pour affixe i. Les bissectrices du rep•re coupent AB( )  et !A B( )  en 
C et !C  respectivement. 



Montrer que si C a pour affixe c, alors !C  a pour affixe ic, et que !c = ce
" i#

3 + ie
i#
3 . En comparant les deux 

expressions dŽterminer c sous forme algŽbrique et trigonomŽtrique. 
 

IV -2  !  La droite de Simpson 
Soit P un point dÕaffixe p, soit "  le cercle de diam•tre [OP]. A, B et C sont trois points du cercle G, 
dÕaffixes respectives a, b et c. On dŽsigne par !A , !B  et !C  les points dÕaffixes respectives 

!a =
bc
p

, !b =
ca
p

, !c =
ab
p

. 

1. Que peut-on dire de 
 

p ! a
a

 ? 

2. Montrer que !A  est la projection orthogonale de O sur (BC) (idem pour !B  et !C ). 
3. Montrer que !A , !B  et !C  sont alignŽs. 

 
IV -3 Le thŽor•me de Johnson. 

On consid•re trois cercles C1, C2 et C3 de centres P, Q et R, et m•me rayon #, ayant un point commun O. C2 
et  C3 se recoupent en A, C3 et  C1 en B, C1 et  C2 en C. On appelle !  le centre du cercle "  circonscrit ˆ 
ABC, G et GÕ les centres de gravitŽ des triangles ABC et PQR. 
On choisit O comme origine et on appelle p, q, r les affixes respectives de P, Q et R (et de m•me pour les 
autres points). 
1. DŽterminer les affixes de A, B et C. 
2.  Montrer que p+ q+ r  est lÕaffixe de W. 
3. En dŽduire que : 

a. ABC et PQR sont symŽtriques par rapport au milieu S de [O! ]. 
b. "  a pour rayon # 

4. On pose z=
p+ r
p ! r

. Montrer que z est imaginaire, que z=
b

c! a
. En dŽduire que !  est lÕorthocentre de 

PQR et O celui de ABC. 
 

IV -4 Soit !  le nombre dÕor, solution positive de ! 2 = ! +1. 

1. Montrer que ! n+2 = un+1! +un , o• un( )  est la suite de Fibonacci vŽrifiant u0 = u1 =1 et un+2 = un+1 +un . 

2. Soit ! " 0;#
2

$
%&

'
()
 tel que cos! =

1
2"

. Calculer cos5!  (on pourra utiliser la forme exponentielle des 

complexes, ainsi que les rŽsultats du 1). En dŽduire #. 

Dans la suite on appelle triangle dÕor un triangle isoc•le dÕangle au sommet 
!
5

. Si ABC est un tel triangle, 

avec AB = AC, on note (CD) et (BE) les bissectrices qui se coupent en I, o• D ! AB[ ]  et E ! AC[ ] , et s la 
similitude dŽfinie par s(A) = C et s(C)=B. 
3. Quels sont lÕangle et le rapport de s (pour ceux qui nÕont jamais travaillŽ sur les similitudes : 

 
angle= AC

! "! !
;CB
! "!!

( )  et rapport =
CB
AC

. Cela vient de s(A) = C et s(C)=B). 

4. Montrer que s(B) = D et s(D) = I. En dŽduire que si O est le centre de s, alors OADC sont cocycliques 
ainsi que OCIB.  
Il est contre-productif dÕutiliser le thŽor•me suivant, que lÕon peut nŽanmoins dŽmontrer gr‰ce ˆ ses 

connaissances de 3•me sur les angles inscrits : ABCD sont cocycliques ou alignŽs sssi 
c ! a
b ! a

"
b ! d
c ! d

 est 

rŽel. 
On dŽfinit J et K par A = s(J) et J = s(K).  
5. Montrer que J, B et C sont alignŽs ainsi que K, A et C. 
6. Montrer que O, B E et K sont cocycliques, que B est le centre du cercle inscrit dans AKJ, et que O est ˆ 

lÕintersection de (KD) et (IJ). 



7. ƒtant donnŽ un rep•re orthonormal dÕorigine B dans lequel C a pour affixe 1, dŽterminer la forme 
complexe de s, et lÕaffixe de O. 

 
IV -5 Exponentielle complexe. 

Rappels/indices : 
¥   a

b = ebln a  pour b rŽel quelconque et a rŽel strictement positif. 

¥ 
  
lim
h! 0

ln 1+ h( )
h

=1 , 
  
lim
x! "

sinx
x

=1 . 

1. Montrer que lim
x! +"

1+
x
n

#
$%

&
'(

n

= ex . 

2. Soit z un complexe avec z+ x+ iy . 

On pose Z = 1+
z
n

!
"#

$
%&

n

,  
Z = R, arg Z( ) = !  , 

  
1+

z
n

= r  , 
  
arg 1+

z
n

!
"#

$
%&

= '  . 

a. Montrer que 
  
lim
n! +"

R= ex  

b. Calculer tan
!
n

"
#$

%
&'

en fonction de x et y, et montrer que lim
n! +"

n#tan
$
n

%
&'

(
)*

= y. 

c. En dŽduire la limite de &  (indice). 
d. Conclure que Z a pour limite ez  

 
IV -6  !  (dernier calcul uniquement) et $ LÕheptagone  

Indices :  
¥ ThŽor•me de lÕangle inscrit : deux angles inscrits dans un m•me 

cercle, interceptant le m•me arc, ont la m•me mesure (sÕils sont sur le 
m•me arc) ou sont supplŽmentaires (sÕils sont sur les arcs 
complŽmentaires). LÕangle au centre vaut deux fois lÕangle inscrit si ce 
dernier est aigu, sinon il vaut  

2 ! " #( )  . 

 

¥ Une homothŽtie de centre !  et de rapport k transforme A en  !A   tel que :    ! "A
! "! ! !

= k! A
! "! !

 . Un 
homothŽtie transforme un milieu en milieu, un cercle circonscrit en cercle circonscrit, un point 
dÕintersection en point dÕintersection, conserve lÕorthogonalitŽ de deux droites etcÉ De plus cÕest 
une autre fa•on de voir Thal•s : lÕimage dÕun segment par une homothŽtie est un segment de 
longueur multipliŽe par  

k . 

On consid•re les points Ak  dÕaffixes e
2ik

!
7  : ce sont les sommets de lÕheptagone rŽgulier de centre O. 



 
 

1. Montrer que   A k+7 = A k  . Calculer   L1 = A kA k+1en fonction de 
 
sin

!
7

 , faire un calcul semblable pour

  L2 = A kA k+2  et   L3 = A kA k+3   . 

2. Soient A, B et C les intersections respectives de  
A2A4( )   et  

A5A6( )  , de  
A0A3( )  et  

A2A4( )  , de 

 
A5A6( )  et  

A0A3( )  . 

a. DŽterminer les angles du triangle ABC. 
b. Montrer que  A6 ,A4 ,A0  sont les milieux respectifs de [AC], [AB], et [BC]. En dŽduire que le 

cercle circonscrit au triangle ABC a pour rayon 2, et pour centre le point "  tel que   O!
! "! !

= 3OG
! "! !

 , 
o• G est le centre de gravitŽ de ABC, !  le centre du cercle circonscrit ˆ ABC, et O le centre de 
lÕheptagone. 
Indices  
Montrer que  

A0A6( )  est la mŽdiatrice de  
CA2

!" #$ ,  
A4A6( )  celle de  

AA3
!" #$ ,  

A0A4( )  celle de 

 
BA5

!" #$. Indices  

c. En dŽduire que les droites  
CA2( )  ,  

AA3( )  et  
BA5( )  sont les hauteurs de ABC, et que 

lÕorthocentre H du triangle ABC est le symŽtrique de !  par rapport ˆ O (Indices pour la 
deuxi•me partie de la question). 

3. Montrer que B est le centre du cercle inscrit dans  A2A3A5  (Indices) 

4. Soit  ! 1  le cercle inscrit dans  A0A6C . 

Montrer que  
C!"# $% est un diam•tre de ce cercle, en donner le rayon. 

Remarque :on peut donner le rayon ˆ lÕaide dÕhomothŽties ou dÕune symŽtrie axiale 
5.   

a. Donner les longueurs du c™tŽ du triangle  B! A4  . 

b.  !  En dŽduire que le point  A1  appartient ˆ " . Indices 



 
IV -7 $ Point de Fermat/Toricelli 

Rappels : 
¥ ThŽor•me de lÕangle inscrit : deux angles inscrits dans un m•me cercle, interceptant le m•me arc, 

ont la m•me mesure (sÕils sont sur le m•me arc) ou sont supplŽmentaires (sÕils sont sur les arcs 
complŽmentaires). LÕangle au centre vaut deux fois lÕangle inscrit si ce dernier est aigu, sinon il 
vaut  

2 ! " #( )  . 

 
¥ InŽgalitŽ triangulaire :    

! z1 " ! ! z2 " ! z1 + z2 # z1 + z2   

1.  Soient  M1 , M2 , M3  trois points dÕaffixes respectives   z1,z2 ,z3  . On peut supposer pour plus de 
commoditŽ que ces trois points sont diffŽrents de O. 

a. Il peut •tre intŽressant de dŽmontrer lÕinŽgalitŽ triangulaire (plusieurs mŽthodes possibles). 
b. Montrer que : 

   

! z1 " ! * ! z2 " ! * ! z3 " ! * :

z1 + z2 + z3 = z1 + z2 + z3 # $%2 " " *
+ $%3 " " *

+ z2 = %2z1 et z3 = %3z2

. 

Remarque :  M1 , M2 , M3  sont donc sur la m•me demi-droite dÕorigine O. 

c. Montrer que  M1 , M2 , M3  sont les sommets dÕun triangle ŽquilatŽral de centre O si et 

seulement si   
z1 + z2 + z3 = 0 et z1 + z2 + z3 = 0  (on pourra rŽflŽchir aux relations entre les 

formes complexes de    z1,z2 ,z3 ) 

2. Soient A, B et C trois points diffŽrents de O, dÕaffixes respectives a, b et c. On pose 
 

!a =
a
a

 , 
 

!b =
b
b

  et 

 
!c =

c
c

 ,  !A , !B , !C  Žtant leurs images respectives. On suppose que   !a + !b + !c = 0 . 

a. Montrer que  
S= !a a" z( )+ !b b" z( )+ !c c" z( )   est indŽpendant de z. 

b. En dŽduire que  
a + b + c ! a" z + b" z + c" z  (1) 

c. Montrer quÕil nÕy a ŽgalitŽ dans (1) que si 
  
OA
! "! !

;AM
! "! !!

( ) = OB
! "! !

;BM
! "! !!

( ) = OC
! "! !

;CM
! "! !

( )  (2) 

d. Montrer que si O, A, B, C et M ne sont pas cocycliques, alors (2) Žquivaut ˆ M = O. 
e. On suppose maintenant que O, A, B, C et M sont cocycliques. 

Soit !  le centre du cercle correspondant. On se place dans le rep•re dÕorigine O, ayant pour 
demi-axe des abscisses positif  

O!"# )  . 

Montrer quÕalors  !A , !B et !C  sont dans le m•me demi-plan. En dŽduire une contradiction. 
On a donc montrŽ que (2) Žquivaut ˆ M = O 

3.  !  Soit A, B et C un triangle dont tous les angles sont infŽrieurs ˆ 
 

2!
3

 . DŽterminer le point tel que la 

somme des distances ˆ A, B et C est minimale. RŽaliser la construction gŽomŽtrique ˆ la r•gle et au 
compas. 

 
 



Inclassables / Enigmes  
 

Des exercices de niveaux plus variŽs, mais qui demandent beaucoup de rŽflexion pour le niveau indiquŽ ! 
 
V-1 Niveau 1•re.  

On remarque que : 

 

1+ 2 = 3

4+5+6 = 7+8

9+10+11+12 = 13+14+15

 

GŽnŽraliser. 
 

V-2 Niveau 2nde puis 1•re  
On construit un damier carrŽ de  5! 5= 25  cases, en y rangeant les nombres de 1 ˆ 25 comme ceci. On 
choisit 5 nombres, un seul par ligne et un seul par colonne. 
Exemple : 

1 2 3 4 5 
6 7 8 9 10 
11 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 
21 22 23 24 25 

 
1. Montrer que la somme de ces cinq nombres vaut toujours 65. 
2. GŽnŽraliser ˆ un damier carrŽ de taille quelconque. 

 
V-3  
 
 

 
  



INDICES 
 
Indices 1-14 

Pour la mŽthode, on peut commencer ˆ prouver que 0,999É = 1. Retour 1-14 
 
Indices 1-16 

On se place dans le cas o• n > m. Soit 2r  la plus grande puissance enti•re de 2 divisant au moins un 

entier dans  nÉ m[ ] . Montrer quÕen fait 2r  divise un unique entier dans  nÉ m[ ] , en dŽduire que 
1
ii=m

n

!  

nÕest pas un entier (thŽor•me de Kurschak). Retour 1-16 
 
Indices 1-25 

- Utiliser Gauss 
Retour 1-25 

 
Indices 1I-31 

- poser Ai =
ai

ai
i=1

p

!
 et Bi =

bi

bi
i=1

p

!
 

- on pourra passer au logarithme et factoriser par dn  pour la limite en +#) 
-  
Retour 2-31 

 
Indices II -32 

MŽthode 1 
¥ Montrer que  

x! f x( )  est invariant par f. 

¥ Montrer que si a est invariant par f, alors  a
n   et  a

! n   sont invariants par f. 
¥ Conclure sur les invariants de f, puis sur f. 

MŽthode 2 (trouvŽe par un Žl•ve, non validŽe) 
¥ Montrer que f est une bijection strictement dŽcroissante 
¥ En dŽduire que f est continue (une aide du professeur est la bienvenue) 
¥ Il  y a peut-•tre une Žtape Ç dŽrivabilitŽ È 
¥ Trouver un invariant de f, conclure 

Retour 2-32 
 
Indice IV -5 

On pourra calculer 
  
lim
n! "

y
#

 

Retour 4_5 
 
Indice IV -6 

2b 
¥ Thal•s est ton ami, plut™t trois fois quÕune. 
¥ suivant vos connaissances sur les homothŽties et la droite dÕEuler, la dŽduction peut •tre plus ou 

moins intuitive et/ou dŽtaillŽe. 
2b 2•me partie : on pourra Žtudier le triangle  A2A0B  
2c : on peut composer  lÕhomothŽtie du b. avec elle-m•me 
3 : bissectrices 
5b : Indices : Al-Kashi + Euler 
 
Retour 4_6 

 


