MATHEMATICA DINOSAURUS

Une collection dOexercices proveramr les deux tiersdOun recueil dranMarc Dewasme, anciennemer
professeur au lycZe Joffre de Montpelli@uelques uns provienne®un vieux livre de TS de M. Terracleer,
tant que telsl$ sont protZgZs mais cOest pZcher que de les laisser sep@alrgesont de mon crigertaines
rZdaction viennent de M. Ampostéydee.mathematiques.fred,fret erin dOautres sont de provenan
inconnue, glanZs au fil du temfses indications de difficult{! ,! ! et enfin") sonten gZnZratle M.
Dewasmeje nOai pas forcZment le meme ressenti, ~ chacun ses gozts et ses touleurs

Certains exercices, sans trerigZs, bZnZficient dOindices/de pistes de rZflexion. La difficultZ devient
bien plus raisonnable.

Par aillairs, certains de ces exercicas paraisserfaciles pas-trop-difficilesenvisageables, je les ai signal:
avec ur# . NOayant pas fait ou aéifdepuis longtemps une partie de ces exercatdamais pour quelquess

il est fort possible que jOen ai oubliZ.

Les exercices me paraisggarticulisrement enrichissansont signalZs pa JOai essayZ de mettre dans c
catZgorie des exercic#sen majoritZ.

Certains de ces exercices, surtout en analyse, nZcessitent des complZments de cours. Ces complZ
faciles ~ comprendre et ~ trouver sur le web, si vous stes Zlsve votreegsefir peut vous les explique
rapidementQuand jOy ai pensZ, je 10ai signalZ sur les exeic@emit principalement de

Suites adjacentes

Asymptotes obliques

Composition des fonctions et dZrivZe dOune fonction composZe

IntZgration par parties

Bijections, continuitZ de manisre un peu plus fine que dans le programme officiel

Fonctions puissances, croissances comparZes

Notions sur les factorielles

Arrangements et combinaison

Bases et systemate numZration (en arithmZtique).

Par ailleus, les outils informatiques peuvent donner facilement la solution de certains exercicese&ttceda
enrichissant programmer). Si vous trouvez la solution par ce moyen, nOoublide pasuver vos conjecture:
par la suité

KK KKK KKK K

CCette compilation autient des exercices que jOali pratiquement tous donnZs ~ mes Zleves, pas toujout
classe entiere bien szr, mais quelquefois ~ un petit groupe dOZleves motivZs. Ce qui prouve quOily a e
(et quOil y a encore) dOexcellents Zlsves. COesfuegjexdZdie ce recueil.
Les lecteurs voudront bien excuser et corriger les erreurs, coquilles et maladresses, et je les enco
amZliorer certains passages en considZrant cet exemplaire comme une source dOidZes et non comm
accompli.

JeanMarc Dewasme E

JOai Zgalement donnZ certains de ces exercicesumseuforme parfois diffZrenteotammen avant de
conna’tre ce recueil des Zlsves du lycZe Pierre Poivre de la RZunion (dans un milieu dZfavorisZ), et :
des Zlsves du lycZe=dn Jaures de Sai@lZmentde-Riviere (dans un milieu favorisZ). Cean €lasse entisre,
en devoir " la maison, ou bien " certains Zlsves uniquement. Et je corfitrye toujours dOexcellents Zlsve
partout. Il suffit de leur donner de quoi se nauirtellectuellement pour quOils se rZvelent, ce lese
programmes actue(glepuis 2012 en T®nttendance ~ oublier

FrZdZric Mandon

ARITHMfTIQUE

|-1 # DZterminer les dimensions entisr@®un rectangle dont le pZrimetre est Zgal " la surface.

|-2 Trower un nombre entier entre 199! 10" qui soit un carrZ, un cube et une puissance.



1-3 # (complZment bases de numZrationB)ans un systeme de numZratiNnon notep et q les symboles de
N!'letN! 2.

fcrire 2p et p? dans ce systeme.
On suppose maintenant qie=n?+1, Zgire les carrZs des nombras nn et b= pp.

|-4 Droit dDainesde
Deux freres vendent un troupeau de moutons. Le prix de vente dOun mouton est, en eurospdat a
de moutons du troupeau. hM@nte terminZe, ils sont en possession dOun nampag de billets del0
euros, et de monnaie infZrieure ~ 10 euros. LOainZ prend un billet de plus que son cadet et lui
monnaie. Combien devrailtlui redonner pour que le partage soit Zquit&ble

|-5 DZterminer un nombre entier ené 10* et 8! 10° qui soit le produit de 3ambres premiers dont IOun €
la somme des deux autres.

|-6 Date historique
Lors de la guerre de 18, en creusant une tranchZe, on a dZcouvert le cadavre dOun soldat espag
dOune pertuisane. COZtait le dernier jour du mois et le capitaine, que #aistruction, a multipliZ I:
longueur en pieds de la pertuisane par son %.ge, le numZro du jour et la longueur en metres de [
pour trouver 3687901.
Pouvezvous trouver I0%.ge du capitaine et la date exacte de cette dZ2ouverte

I-7 N Ztant un nomie Zcrit en systeme dZcimal, on appglle nombre formZ par les deux derniers chiffres
g celui formZ par les autres. On pose alors q" 10p. Montrer quen est divisible par 7 (ou 13) si e

seulement sh! |Qest.

1-8 Soitn un nombre tel que la somme des tranafeedeux chiffres ~ partir de la droite soit 1998. Quelle es
somme alternZe des chiffresrdsachant que cette somme est strictement infZrieure ~ 10.

1-9 OpZrations codZés o
Reconstituez les opZrationsdassous dans lesquelles les chiffres ont ZtZlae#wy par des lettres (e
excusant les faiblesses en allemand).
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[-10 On choisit 15 nombres entre 1 et 2001 soient premiers 2 ~ 2. Montrer que parmi ces 15 nombres
nombre premier.

1-11 (complZment bases de numZrationge professeur Mirot est iitZ ~ IOanniversaire dOAnita quOil
conna’t pas. Les amies dOAnita ont prZieu¥ g%eteaux. Sur le premier, I0%ge dOAnita est reprZ:
systeme dZcimal par des bougies vertes pour les dizaines et des bougies blanches pour les unit:
second)O%oge est Zcrit en systeme de base 12 avec des bougies roses et blanches, les blanches
toujours les unitZs. Mais le professeur Mirot est daltoniémvoit 9 bougies identiques sur le premie
g%oteau et 10 sur le second. Powwes |Oaiderttouver 10%.ge dOARita



|-12  Le trZsor des pirates

LOZquipage dOun bateau pirate comprend 22 marins et un cuisinier chinois. lls dZcouvrent un cof
de pieces dOor. Les pirates dZcident de se partager le trZsor en partt AgdiEsser au cuisimi¢es 17
pisces restantes. Mais au cours dOune dispute 5 pirates sgnketudstres refont le partage, ce qui |
laisse plus que 10 pisces au cuisinier. Le lendemain le bateau fait naufrage et sur une ”"le ne se r¢
que 9 pirates, le cuisinier ke trZsor. Apres un nouveau partage le chinois, qui nOa plus que 4 pisce:
dZcide que cela a assez durZ et empoisonne les 9 rescapZs. Quel est le nombre minimal de pisces
possessiof?

-13 Pourquoi tant da ?!
Montrer que pour tout nombreter n il existe un multiple d& qui ne sOZcrit en systeme dZcimal quO:s
des 0 et des 1. Montrer quengést impair non multiple de 5, il existe un multiplerogui ne sOZcrit quOav
des 1 (ces nombres sont appelZs desiméj

|-14 PZriodg(indice) ) § §
Quel est le plus petit entier dont Iverse a un dZveloppemedifcimal illimitZ formz de 5 chiffres
distincts se rZpZtant indZfinimént

1-15  On dit quOun entiarest heureux sQil existe deux entieesb tels quen=a+b etn diviseab. Montrer
guen est heureux sauf sQOil est produit de deux facteurs premiers distincts.

-16 ! ! indices
. .. . 11 1
a. On considere la sZrie harmomqug=1+§+§+! +ﬁ' Montrer que poun>1, u, est sous s frome

de fraction irrZductible le quotient dOun entier impair par un entier pair. En dZduirengue 8],
nOest pas un entier.

. . "1
b. Plus gZnZralement, on considere la sonjme, oe 0<m! n.
i=m I
Montrer que sim=n=1 la somme est entisre («a ne devrait pas stre trop difficile), et que=sin>1
la somme nOest pas entiere (*a ne devrait pas stre trop dur non plus).

n
1 .
On se placelans le cas on>m. Montrerque | - nOest pas un entier.

i=m

I-17 Un exercice de JP Vaucelle!
Un jour Jean Dupont rencontra Albert Einstein et lui ditvotre renommZe est telle que je connais vo
%oge, mais vslgnorez le mien. Mon %.ge et le votre nOont pas de diviseur commun, mais le votre
otre |OhypotZnuse dOun triangle rectangle dont les c™tZs seraient mon %oge et celuEdépmes ils
moment de rZflexion Einstein dZclara quOil ne pouwaitdr ces %oges. Alors Dupont ajo@anon fils est
majeurE. Aussit™t le grand Albert trouva les %oges. Quels ZtaientItde@uoges de Dupont et fils
(Einstein est mort ” 76 ans)

1-18 Montrer que sa, betc sont sans diviseur commun et dofe= ac+a’ alorsa est un carrZ.

1-19 Sophisme! $ 3
On peut trouver des nombresrdehiffres dont le carrZ se termine par ces memeisiffres.

1-20 !'! et$ Soit n=4444"* Montrer quen<10'”. Si on appellea la somme des chiffres de b la
somme des chiffres deetc la somme des chiffres de dZterminec.

1-21 Monseur Septembre a eu 9 filles dont les %o.ges sont rZguliesrement espacZs du meme nombre
Cette annZe il sOapereoit que le carrZ de son %.ge est Zgal ~ la somme des carrZs des %oges de ¢
%oge-&il ? (il nOest pas centenaire)

|-22 Binaire vousavez dit binaireE"



On numZrote des objets de f &t on dZcide dOen Zliminer un sur deux en renvaydat et ~ mesure les
non ZliminZs en fin de liste. Quel sera le dernier 5
Remarque cOest un exercice intZressant de programmation rZcursive

1-23 Indicateur dOEuler! $
Soit un entien > 1. On appelle (n) le nombre dOentiemsnfZrieurs "n et premiers aveset E, .

. 1
a. Montrer que la somme des ZIZmentsdeaut -/ (n).

b. Montrer que sp est un nombre premiér(pk) =p“*(p" ).

c. Soient 4 nombresy, n, u, \tels queum+vn=1.
Montrer que sk a pour resté dans la division pam et pour reste dans la division pam, alors
x=vn! +um" +#mn. En dZduire quOil existe une seule solutjoantre 0 emn

d. Montrer queaam=1et!" n=1# (!mu+$nv)" mn=1 (notation! : premiers entre eux).
Comprendre que cela signifie que la correspondance (én;tf’e) et x, estune bijectiondeE ! E,

sur E,,,. En dZduire que sh etn sont premiers entre eux alarg¢mn) =/ (m)/ (n). Calculer alors
la somme des entiers infZrieurs ~ 2000 et premiers avec 2000.

-24 Polygones.

2ik!
Soitn un entier strictement supZrieur ~ 2ketn entier tel qué <k <n. On posez, =e " .
On appelleE, I0ensemble des puissanceszdet P, le polygone obtenu en joignant les images

1,2.,25.2E ,7,".
: N L .
Montrer que sik! n=d, alorsE, =E,, etE, contlenta ZlZments distincts.

En dZduire le nombre de polygonas¢™tZs.

1-25 1 | (complZment bases de numZration§n se propse de dZterminer, dans une base donnZg,
nombres de deux chiffres identiques dont le carrZ sOZcrit avec quatre chiffres identiques, cO
bb’ = aaaa. § ) )

a. Montrer quOil nOy a pas de solution dans le systeme dZcimal. VZrifier qg@dnag9 est une
solution (on donnera la valeur correspondanta)de

b. Montrer qu®en basele probleme sC)Zcrﬁf(x+1):a(x2+1), et en dZduire qulil ndy a pas
solution six est pair {ndice).

c. On suppose donc queest impair,x=2p+1. Montrer quOalora= p+1 etb=2p? +2p+1.

d. On considere IOhypothese supplZmenthirea+1. Montrer quOil y a une solution unique

e. Enrevemnt au cas gZnZral, on cherpttel que p? +(p+1)° =b? (E).

DZterminer les solutions popicompris entre 0 et 20. 3
On pose alorsi, =0, u, =3 etu,,,=2+6u,,,!u,, ety,=1,v,=5etv, ,=6v,! v,. VZrifier
que p=u, et b=v, sont encore des solutions de (E).

VZrifier queu, = = ;/_(3| 2\/_) I \/_(3+2\/—) |_
etqueu, = 2! 4\/—(3| 2J—) I+ \/—(2 2«/_)

VZrifier alors gie pour toun, p=u, et b=y, sont des solutions de (E).

1-26 ! | On se propose de dZterminer les entemst b non nuls erifian(a— b)2 =a+b (on supposera
a<b).
a. Onposed=al b, a=dx, b=dy. Montrer que(x+y)! (x" y) est Zgal " 1 ou 2.



b. On suppose quéx+y)! (x"y)=1. Montrer quex+y=d et qued est impair. En posant
d =2n+1 dZterminer etb en fonction den.

c. On suppose quex+y)! (x" y)=2.DZterminer etb en fonction del.

d. DZterminem etb sachant que le reste de la divisioradearb est 137.

1-27 | 1 (complZment bases de numZrations$oit une basex>2 et deux entiersa et b tels que

O<a<b<x. On note dans cette base ab et n! =ba, et on dit quen est un codiviseur en bagesi n!
estun multiple den, cOest-dire sQil existetel quen! = kn.
a. On suppose connus a, b Montrer que nZcessaireméeht k <x—1. On pose donc (pourqu®)
r=b! ak. Montrer quel! r! k"1, bk=rx+a, rx=(k*"La+kr.

b. RZciproquement montrer que les formules prZcZdentes permettent de dZterminer un codivise

c. Montrer quek+1 et x+1 ne peuvent stre premiers entre eux, et quOen particulier, il nOy a |
codiviseur si x+1 est premier. ftablir qu&k! X, et quex est au moins Zgal ~ 5.

d. On choisitx tel quex+1=uv (u>1etv>1) etr=k! 1. Montrer quOil y au moins un codiviset

DZterminer tous les codiviseute la base 17.

1-28 ftude dea! +b! ,aetbdans!
Soient deux entiera et b strictement supZrieurs ~ 1, avacb. On appelle E IOensemble des entiensn
nuls qui peuvent sOZcrike=am+bn, o m et n sont des entiers naturels, et F |Oensen
I "\E=1"1 E=CF..
a. Montrer que F est non vide.

b. Montrer que sa etb ne sont pas premiers entre eux, F est non bornZ. 3
c. On suppose qua! b=1. Montrer qie ab! a! b+1 et tous les ergrs supZrieurs ~ ce nomhbsent

. <. . 1,
ZIZments de EEn dZduire que F a un plus grand ZIZment et a pour ca&c(mall)(b! 1).

1-29 Avec Fermat ! ] 5
Soita=11E 122E 2E 99E 9, oe tout chiffre de 1 ~ 9 st Zcritp fois, et B=12345678¢ Montrer que sp

est un nombre premier alorsBB est divisible pap.

1-30 " DZterminer les nombres tels quOen supprimant nOimporte quel chiffre de leur Zcriture dZc
nouveau nombre obtenu soit divigipar 7.

[-31 Polyn™mes de Dewasime
aetb Ztant deux entiers naturels, montrer qua’si b® est divisible pafl +ab le quotientk est un carrZ.
n Ztantchoisi, dZterminer les coupléa;b) pour gqie le quotient soit?’.

[-32 Le probleme qui rend foli
On propose " deux excellents mathZmaticiens de dZcouvrir deux nombres. Pour cela on donne at
Arthur la somme de ceux deux nombres, et au deuxBareabZeur produit. SOgage alors le dialogue
suivant: BarnabZ @ ne peux pas trouver ces nomldeesArthur Ge le savai€, BarnabZ glors je les
connaisk, Arthur Galors moi aussdt.
Et vous? Pouvezvous trouver ces nombr@s

1-33 | | ftant donnZs 10 nombres entre 1 ed,16n peut toujours former deux sommes Zgales en utili
certains de ces nombres.

1-34 | Montrer que parmi les nombres qui sOZcrivent en alternant des 0 et 1, comme 10101, il y &
nombre premier.

1-35 Nombre de divisions dans IOalgorithme dOE&lide §
Le but du probleme est de dZterminer une approximation du nombre de division nZcessair
IOalgorithme dOEuclide pour la dZtermination du pgcd de deux narabbesveca > b. Il est plus que



cgnseiIIZ de faire des exercices de la partiealyseE sur le nombre dOor et la suiteFilBonacciavant de
sOattaquer ~ ce probleme. 5
La suite de Fibamcci que 10on utilisera dans cette partie est dZfinve pad, w; = 1 etw,,, =w,,, +W,.

1.
2.
3.

5.

1-36

1.

Montrez par rZcurrence qug . 1 etw, sont premiergntre eux.

+ ~
1 f " =# (! estle nombre dOor).

Dans cette question, on suppose Nuest un entier fixZ. Le but de la question est de dZterminer le
grand entieM tel que w,, soit le plus gand terme de la suite de Filzmei infZrieur ou Zgal ~ 1o

Montrez quew, :%(! ne #“), o ! =

Hln'

$
Montrez que pour tout n entier ol 4<Ingl! 8 <1.
% Sl |

+ +
Montrez queM ! N InlOInI"nx/g 1. On a donc un majorant dié

Remarque on obtent aussi tres (?) facilement (??) un minorant. Autre remargue rapidement,

ns

$" #NIn10! InV/5&

$
onalngl! o— "0, on pourrait donc prendriy = ENT )

La suite de Fiboacci que IOon utilisera dans cette partie est dZfinig par, u; = 2 etu,,, =U,,, +U, .
Dans IQalgorithme dOEuclide, on note

a=bq, +v,

b = ann! 1 + Vn! 1
Vn = Vn! 1qn! 2 + Vn! 2

!

V2 = quO + VO

Vl = VOqfinaI

_ 0° Vg ed le dernier reste non nul.

a. DZmontrez que pour tolt v,,, ! V,,, +V,.
b. DZmontrez par rZcurrence qug ! U,,, etv, ! u,

c. DZmontrez que si a et b sont infZrieurs o Zgauy ; 0+ M est un entier fixZ, aloig nombre de
divisions pour calculer pgca(b) est infZrieur ou ZgalM + 1 (nombre de termes de la suite jusqt
U|\/|).

On suppose maintenant gaetb sont infZrieurs 10", avecN fixZ. Donnez un majorant du nombre ¢

divisions ~ effectuer. Applicatioaveca etb infZrieurs ~ 1 milliard (vZrification possible sur tableur).

Fractions continues.
ftant donnZ un rZel positifnon entiermontrer quOil existe un couple unidag x,) €! ><]1;+oo[ tel

1 o 1 : : .

que x=a,+—, et ainsi de proghen prochex, = a, + — . Montrer que sx est rationnel, il exista tel
X 1

que x, soit entier (penser "~ IQalgorithme dOEuclide).

On suppose dans la suite guest irrationnel. LOopZration est alors illimitZe et ogufiton a dZveloppZ
en fraction continue.

On appelle alors, = P |e rationnel obtenu earrstantlOopZration &, :

n




2. Montrer par rZcurrence que—w, avecp,=a,Py;* Puss G, =a,0,,+0,,- On posera
an+l n! 1
p,=0, p,=0,0q,=1, q,=0 (pourquoi?).
3. Montrer quep,d,,! ,,  =('1)". En dZduire que, est irrZductible et que est compris entre, et
rn!l'
4. Montrer que la suitaéqn) est strictement croissante, qge> 2q,,,. Donner la limite dej, en +#, et

montrer quer, ! x tend vers 0.

+V5 et x=1++/2

5. DZterminera, pourx:1

Analyse

II-1 Le peloton du tour de France fait 100 metres de long et roule ~ vitesse constaime moto roulant ~
vitesse constante V part du dernier coureur, remonte jusquOau premier, fait demi tour instantan
repart tout aussi instantanZment ~ la meme vitesse constante V, puis croise le dernier coureur du pe
moment ou celuti a prcouru 100 metres depuis que la moto I0a quittZ. Quelle distance a parcouru |
entre les deux moments o elle c™toie le dernier cobireur

II-2 Le train sifflera trois fois.
Sur une voie ferrZe rectlllgne un train traverse un passage " niveau avamwetr d@eggdre, et donne un cou
de sifflet du passage " niveau jusqudell de la gare. Monsieur Machin, Cheminot, a remarquZ qu
durZe du coup de sifflet lui paraissait plus courte de 1,5 secondes quand il travailéditdeila gare que
quand il Ztd avant le passage ~ niveau oe, par contre, elle lui paraissait plus courte dOune secol
quand il Ztait "~ la gare. Quelle est la distance entre la gare et la passage ?nieelle est la distance
parcourue par le train pendant son coup de sifflet

I1-3 1 (trigo) Une caisse cubique de 70 centimetre de c™tZ est posZe contre un mur. On appuie con
une Zchelle de 2,5 metres qui est contact avec le mur. A quelle hauteur maximale |0Zchelli
sOappuyer sur le nfur

I1-4 1| 1 (trigo) Le rectante de c™tZs 5 et 1tein glissant en

A et B entrdes deux dernilroites paralleles dOorigine 0 et ¢
e e "

On donne(OB OA)I —[2"] Quelle doit stre la distance
ocC~?

I1-5 # Un escalier roulant monte " vitesse constah#on monte 20 marches et aerien 15 secondeSuzy
en montant 22 marches ne met que 12 secondes, et Gaston qui descend met 18 secondes-tGlon
descendu de march®es

I1-6 " LOescalier du pharaon.
Un escalier comporte 9 marches de hauteurs respe(@ivemrtant du basf21,560,76161,2D1-0,8D
1,2D1 et de profondeursB4 D1 D5 D3 D4 D4 D3 (la derniere est le palier). Le pharaon dZcide de
transformer en un escalier de 4 marches en minimisant le volume ~ ajouter. Donner les dimensi
nouvelles marches.

I1-7 $ Le Petit Chaperon Rouge part de chez elle ~ 8h00, arrive chez samrendans I0aprssidi (sans
rencontrer personne). Le lendemain, apres un bon civet de loup, elle repart de chez-sagrar@h00, et
arrive chez elle tranquillement, en empruntEnmeme chemin en sens inverse. Montrer quOil existe
endroit du chemin par lequel elle est passZe exactement ~ la meme heure les deux jours.



11-8 1 I (et Zventuellemer® On choisit un nombre rZglet un entien. Montrer que parmi les nombre
x,2x,3x,! ,(n! 1)x, il y en a au moins un qui est ~ moins % dOun entier (cet exercice est une bot

occasion dOapprendre le principe des tiroirs de Dirickledbn an+ 1 chaussettes et tiroirs, alors au
moins un tiroir corporte deux chaussettes).

II-9 # $ Flocon de Von Koch 3 5 N 3 3
La courbeK, est un triangle ZquilatZral de c™tZ 1 et dOdne dZfinit par rZcurrence une famille ¢

courbesk, de la manisre suivantechaque courbe est obtenue " partir de la @2 en remplasant

chaque segment par une ligne brisZe, en construisant un triangle ZquilatZral sur le tiers central du
DZterminer le pZrimstre et |Oaire g, ainsi que leur limite quandtend vers +#. Conclusiofd

11-10 # $ Nombre dOdr.

Montrer quel+; = \/1+\/1+ V1++1+VE .

1+t
1
1+~
1+
E
1+ ~ 1
On pourra montrer que,,,! " = ZV\/E(” l'v,), dOodv,,, ! "[#0,7|v,! "|, 00 Vo= 1 ety =1+— et
n Vi
_1+45
,

[1-11 # Fibonacci

On considere la suite de Fibaaci dZfinie pau, =1, u, = etu,,=u.,, +u,.

11 5
2

E 10aide dOun outil de calcul (Pytheirvous nOen avez jamais fait vous pouvez vous inspirer du note
sur les suiteshttp://nbviewer.jupyter.org/url/www.mathiefo-lycee.fr/notebooks/ts algorithmique.ipynb
ou bien tableyrcalculatrice), calculer les 100 premiers termes de la suite. Que cosjeatL?

1+y5  _1"V5
2 2

Soient! =

. VZrifier que! et " sont les solutions de IOZquatién x! 1=0. En

dZduire que [Oon a, =! ",
Conclure sur la validitZ des conjectures.

II-12 Fibonaci 2.

a. On cherche @ combien de fasonfs peuton remplir un tonneau de n litres avec un pot de 1 litre et 1
de 2 litres? Le sens du Gombre de fasong fait intervenir IQordreainsi il y a trois fasons de remplir
un tonneau de 3 litresl-2, 1-1-1, 2-1. On prendrd, = 1 en pensant quOil nOy a quOune seule fae
remplir un tonneau dZj plein, cOest de ne rien fhiggifier quefip = fy + frer .

De telles suites, dZfinies par leurs 2 premiers termes et cette relation de rZcurrence s@aijpgelbe!

Fibonacci, du nom de celui qui les a caractZrisZ par le nombre dOor (vers 1200).

_ . <o f S . .
b. Quelle relation de rZcurrence vZritie= -t ? En dZduire la convergence de la sajt¢on peut faire
? f

n

|Oexercice 1101)

c. Montrer que les suigeu, = /" et v, ="" sont des suites de Fibacci. En dZduire que toute suif
sOZcrivant, = a/ " + b” " os aetb sont des constargdixZes, est une suite de Fibaci.
Montrermaintenanta rZciproque toute suiteu, de Fibaacci sOZcrit sous la forme=a/ "+ b"". Pour
cela on dZterminei@etb en fonction dey, et dev;. Donner les valeurs deetb dans le cas prZcis de le
suite ZtudiZe al

I1-13 Nombre dOor.2



RZsoudre |IOZquatiarF 1+ (n dZnominateurs superposZs)

1+

I1-14 # Nombre dOor.3

Soit (u,) la suite dZfinie pau, =2 etu,,, = u,” +1
’ ° MU 11

~ 1++/5

Montrer que(u,) converge vers le nombre d®or 2\/—_

1 . . . " . |
Montrer queu,, ! ” #E(U” I *)?, en dZduirgue u, est une approximation de ~ au moins10' =,
I1-15 Nombre dOor 4.

On dZfinit la suiteZ,)

n!

Partie A : Ztude directe(et incomplste)

1. Conjecturer la limite de la suil(an) ( On pourrautiliser un tableur, une calculatrice ou un programn
Python ou calculatrice)
Remarque z, sOZcritomplex(1,1) en Python, on dispose ggase(z) , avecen premiere ligne
du programmefrom cmath import *,pour calculer une mesure de IOargument.

2. On posez, =x, +iy, . DZmontrer que! n" ! = x >1.
En dZduire que la suifgy,|) est dZcroissant€onclure sur la convergence de la sijiy]) . Calculer

ensuite sa limite.
3. On admet que la suitgx,) converge. En dZduire la limite de la suitg) .

Remarque on peut montrer par rZcurrence qé x ! 2 (pourquoi at-on 0! y 2! 1 ?), il est bien
plus difficile de montrer que lguite (X,) est croissante

Partie B : Ztude en passant par Fibonacci
On considere la suite dZfinie pay =1, u,=1etu,,, =U,, +U,.

1. Soit vn:h la suite des quotients de deux termes consZcutifs. Montrer que cette suite
u

n

| .
v, =1+—, donner son premier terme.

n+l1
n

1++/5

2. On admetque v, admet une limiteL. VVZrifier queL =! :— (le nombre dOppour la preuve

relativemensimple de la limite faire par exemple exercic&ﬂ’).
2

+1 11)"
3. Montrer queL Uy.,, €n dZduire que, = Yoy +( ) . Conclure sur la convergence de
u2

2n 2n n

suite (Zn)n! -

1 1
I1-16 ! Soitu, —| L ety =u Jn. Montrer que———1 2Jn+1" 2Jn! —— .
Yk ST Ry e n



En dZduire par itZration que la suitg) diverge, que la suitgv,) est dZcroissante et convergente.
I-17 Sereharmonique eConstante dOEulbtascheroni (voir aussi exercicel6 sur le meme theme, du c™i
arithmZtique).

. . . 11 1 o
1. On considere la sZrie harmomqug=1+§+§+! +ﬁ . En regroupant des termes consZcutifs, mon

1 S S . L
queu,, ! 1+§n. En dZduire que l&Zse divergevers +#.

: S : . 11)"
2. On considere la sZrie harmonique alternie 1! %+%! ! +%.

1
a. Calculer" (!t)"dt, 0s n! ! .

. #t)™
b. Calculer lim ) g
~ " 1+t ~ ~

c. En dZduire la limite de la sZrie harmonique alternZe.
3. On vient de voirau 1 que la sZrie harmonique diverge. On sait Zgalement que Ie(lalui)g!* diverge

vers +# Comparons les deux.
LNt19% 1

n & n

11 1 1 1 1 .

On poseu, =1+=+=+! +——1Inn etv,=1+=+>+! +=—Inn. Montrer que la suitgu,) est
2 3 n'l 2 3 n

. 1
Montrer que pour tout entier>1, n—+1! In

croissante(vn) est dZcroissante, et que ces deux suites ont la meme lindfpartenant 10;1[ .
Remarge : On en conclut que les deux suites (sZrie harmoniql(Jhﬂ e)m ,+) ont la meme (itesse de

convergencé.
11-18 ! | Onposey, =1etu,, =2u,+/3u; +1. Montrer queu, est un entier pououtn! ! .
1

I1-19 ! ! aestun entier impair. On posg =b entier positif, et su, est pair, alorsy,,, = 2un, alors que si

. est impair,u,, = u, +a. Montrer quOil existetel queu, <a, et queu, est pZriodique " partir du rang

p.
] uo =

1-20 Algorithme de Babylone. On dZfinit la sufte, ) ,, par% 1! 2% .

; Unya = E#un + U_%

1. Montrer qe la suite(u,) , vZrifie V2! u,,,! u,! 2. Conclure sur la convergence de la suite, p

n'!

dZterminer la limitd de (u,) , .

2. DOapres la calculatrice, et un peu dOintuition, ~ partir de quel-tamg ane @leur approchZe de”
3.10° pres 2~ 2.10" pres ? ~ 10*® pres ?

. u . #L . 1 : S
3. Calculer lim —"— . En dZduire qufi,., ! L|! ﬁw”! L[*. Siu, est une valeur approchZ idé

" (u, #L)
10'“, que peubn dire sir la prZcision dey,,, en tant que valeur approchZelde

( %
ﬁ/?e% 1+2J_1 \aflu 2*/_1, +44\/§/6+11‘/_1+36| 11*/_1
&

II-21 Simplifier ;

* %
* +576§ 1+2\/—1+31I 2\/—1: ! 44\/J6+11\/—1 §/6! 11@ -
; & 9 .



x> 1 9x

X211

I1-22  ftudier rapidement la fonctior (x) = . On noteD IGensemble de dZfinition tlet | :]! 1;1[.

On onsiderea e D et I0Zquatio (x) = f(a). Montrer que cette Zquation a trois solutions, dont un

une seule danB. DZterminer algZbriquement les trois solutions. ReprZsenter graphiquement la fpn
qui " aassociecelle des solutions qui est dans |I.

II-23 Le paravent
Un paravent est constituZ de deux parties MA et MB articulZes en O, de 1 metre chacune. On se
paravent dans le coin (angle droit) BOA dOune pisce, M Ztant sur la bissectrice. On cherche “rabt
surface OAMB maximale.
ftudier ce probleme

a. En prenant comme inconnue IOabsciskeM dans un rep-réo,i J)

b. En prenant comme inconnue If)amg@(bll'\'/l ;bB).

I1-24 | $(complZment asymptotes obliqueSpoitf la fonction dZfinie sut par
fix! x/4+1+x! 4x . On note €sa courbe reprZsentative.

ftudierfen sZparant deux cas suivant les valeuss de pas oublier la dZrivabilitZ er04 (on montrera
|Oexistence de tangentes verticales) 5
Pour trouvetes Zquations des asymptotes en + # et#on pourra utiliser la mZthode suivante :

: A , , -
Si lim ) a et lim f(x)#ax=b alorslim ...~ conclure).
WX X+ Xt

ftudier IQintersection @&f avec ses asymptotes (pour ceux qui nOont pas peur des calculs).

II-25 Un amour de fonction.
ftudier les fonctionsu(x)=~1! x* et v(x)=4/2|4! x*, et en particulier leur dZrivalifi en 0 et 1. En

dZduire IOZtude deru et v! u. Quelle est IQaire du domaine dZlimitZ par les courbes reprZsentati
ces deux derniere fonctior¥s

I1-26 # $ ftudier la fonctionf dZfinie parf (x)=x*v! Inx , et prZciser les tangentes aux extrZmitZs de
domaine de dZfinition.

I1-27 (complZment fonctions puissance€§)n posefa(x)= xaexp(! xz), o- a! ! *. ftudier les fondons f,
en pchisapt seloa la tangente en O. DZterminer une fonctipdont la courbe contient tous les poin
dOordonnZe maximale de toutes les colpegtudier g et reprZsenter sur un meme graphiquedarbe
deg et celles def, et fy,.

2001 L1789

I1-28 # Donner les 100 premiers chiffres apres la vwgul%. On pourra utiliser la calculatrice

(non testZ sur TNspire, peustre quOon obtient gai directement la rZponse).

II-29 La tractrice$
Soient les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, et tangente hyperbolique c
: e +e” el e sh(x)
respectivement pasch(x) = , h(x)=——— th(x)= .
Calculerch®(x)! sh®*(x), ch?(x)+sh?*(x) etch(x)! sh(x).
ftudier rapidement la fonction ch, s@itsa courbe reprZsentative.




Soit M un point deC dOabscisse> 0, msa projection sur IOaxe des abscisses, et P la prottiogonale
demsur la tangenté en M ~ la courbeC. fcrire |IOZquation de et dZterminer les coordonnZes de P
fonction dea. Quelle est la distanaaP ?

14411 2

I 2%
On posef(t)=In %# V1! t? . ftudier la fonctionf (on admettra que la courtfede f a une
&

tangente horizontale en 1). Montrer que les coordonrZgsle P vZrifient la relatiox = f(y), et en

dZduire " partir dd IOensemble des points P quand M dZxritMontrer que 1fP) est tangest” cet
ensemble.

II-30 # (complZment asymptotes obliques) On considere la foncfiaiZfinie par f(t)=t—Int|
ftudier succinctement et en dZduire I0existence dOun uniquet,rfal que f(t,)=0. Donner un
encadrement dg, ~ 10'?, Ztudier le signe dé(t) suivant les valeurs de

Soit maintenant la fonctiog dZfinie parg(x) =xIn|1! % +x! 1. ftudier les limites dg en 1 ef 10infini.

Montrer queg a une limite finie en 0. Si on prolongeen prenant cette limite comme valeurg(é)),

quelle est alors la tangente en 0 ~ la courbe reprZsentatiy@ de
Montrer que la droite dOZquatipr x! 2 est asymptote " la courbe de

Calculerg!(x) et montrer queg!(x)= f(t) en posant :Ll. En dZduire alors les variations geon
x_

appellerax, la valeur annulang!).
Exprimer g(x,) enfonctionde t, et en dZduire un encadrementg(e, ).

I1-31 " Moyenne gZnZralisZe
a. Soient# et $ deux rZels strictement positifs tels que " =1, b un rZel positif e la fonction dZfinie
parh(x)=! x+"x#x'b". En Ztudiant les variations demontrer que pour tow>0 / a+ "b#a'b’,
I0ZgalitZ nOayant lieu quee=sb. 5 o
b. Sia.E ,a,eth,...,b, sont deux suites de rZels strictement positifs montrer I0inZgalitZ

(H)# a'b’$ /%t )‘ Z?qf by (indice)

C. q,E C, Ztant une smte de rZels positifs de somme dl,Et,dp une suite strictement croissante (

1

. nop % .
rZels positifs, on posm(x) :ﬁl cldix-& . DZterminer les limites dm(x) guandx tend vers O+# , -#
i=1

La limite en O servira de prolongement par continuitZ et sera ngte Indice

d. On supposd®<x<y, montrer en utilisant (H) quem(x)* <m(y)" ; montrer un refion analogue en

supposant queety sont nZgatifs. En dZduire gueest croissante sur .
En comparantm(! 1) , m(0) , m(1) , m(2) on obtient les inZgalitZs usuelles sur les moyenn

harmoniquesgZomZtriques, arithmZtiques et quadratiques.

I1-32 " sans indicationgmais tres beau) avec les indications, on peut mZlanger les deux mZth
Zventuellement.

Trouver les fonctionsf de ! I dans! I vZrifiant f(x!f(y))=y!f(x) pour tout couple(x;y), avec

lim f(x)=0. Indices

I1-33 Montrer que 10Zquatidri+x+x*+! +x"=0 a pourn>2 une solution positive unique, . Montrer
que la site (u,) est dZcroissante, convergente, et a pour limite 0,5.



I1-34 PrZliminaire: lorsquOelle existe, on appelle fonction rZciproque de la forfctidn Jla fonction notZe
f'*:3" | telle quef! f'*=f'"1f=id, o id est la fonction identitZid(x)=x. On admet IOexistenc

des fonctions rZciproques lorsdest une bijectionOn rappell&Zgalemengue (! g)' =g!* fi! g.
On considere la fonction tangente, dZfinie %35? et notZe icf (x)=tanx. On pose pour tout rZl

x dt
f(x)= _
(X) !0 1+t2
1. Calculer IQaire du domaine dZlimitZ par la courbe, @t les droites dOZquations respectived et
y=1 (cOest bieyet nonx).

2. Calculer la dZrivZe dé!/ et en dZduiref (0), f (1), f(v3).

Lo ~ . V3
3. E IOaide dOune intZgration par parties, calbade;gsln(lﬂz)dt.

4. On poseg(x) = @ Montrer queﬁ I g(x)! 1 et en dZduire la limite dgen 0.

DZterminer la limite déim f (x)" Inx.

I1-35 | Fonction moyenneOn rappelle quef ™ dZsigne la dZrivze™® def. (fonctions compsZes)
Pour toute fonctiorf monotone, indZfiniment dZrivable suf, on dZfinit la fonction moyenne desur
. _1xx
[0;x] par F(x)—;!0 f(t)dt.
1. Montrer quelimF(x) = f(0)

2. Montrer quef est monotoa de meme sens que
1

n+l
X

3. E I10aide dOune intZgration par parties swntrer queF ™ (x) = !:t”f(") (t)at

11-36 IntZgrales de Bess@bnctions composZes, fonctions rZciproques cf. 1l 34)

S _— 11+
On posef (t) = 2tz+2t+l dZfinie surl , F est une primitive d§ et g(x) = F 3— ;_anxa

1. Calculerg!(x), en dZduireg(x) puis !Olf(t)dt.

_ul a —
On pose alorg = Otp(l! t)'dt etu, =1,,.
2. Montrer ~ I0aid dOun encadrement gl u, = 0.
3. E1Gaide dOune intZgration par parties, dZterminer une relation gptret | ,, , .
(nt)”
(2n+2)r

dZveloppement dfl! t)" par la formule du bin™me (on ne cherchera pas "~ rZduire la sc

obtenue).
a2t )™
0 2t71 2t+1

4. En dZduire queu, = Comparer avec la valeur de obtenue directement apre:

5. Montrer que ' dt tend vers O quandn tend vers +#. En intZgrant

f(t)—l—zn‘lzktk(l—t)k : dZterminerIimq’:,r;f 2“u, .
=1 n +"

k=1

11-37 .IntZgrales de Wallis et premiere formule de Stirling (de premiere espece)

Soit | | = ;’:&Eco§‘ x!dx (intZgrale de Wallis).



1. Calculerl, et I,. Montrer que la suit§l ,) est dZcroissante.
2. Par une intZgration par parties, montrer qug, =(n" 1)! [y
3. En dZduire
I
a. que lim |2"+1 =1:
n +"

2p

_!. (2n)
2 (Z”n!)2

nl'e .
4. On pseu, = I pourn$ 1. Le but de cette partie est de monqee(un) est convergente.
n"vn

(2" n)’

(2n+2)!

et I 2n+l =

a. RZsultats prZliminaires.
. # &,
i. Montrer que! x @ ( %3 1 gl—x( 0.
ii. Montrer que! n" !~

i, (d@o-1—12+2—12+! +n—12! 2 bien szr).

. 2 .
iv. Montrer que! > b=
3(2n+1)” 60

b. Soitv, :In(un) :
#, 1 &
I. Montrer que Yoy —e —% . En dZduire que !V ;(2n+1)"ln /—2n1+1g
d+
3{ 2n+1(

. 1 :
ii. Montrerque! —" v ! v " 0.Conclusion?
6n

n+l
# &
ji. Montrer quev_ ! 1" %13+i2+! - zg :
2 (nll 1)

iv. EN dZduire que les suitésn) et (un) convergentOn appdiralL la limite de(un)

2
u I S .
5. DZterminer la limitd. de la smte(u ) en comparan(—) et % En dZduire un Zquivalent de |
u2n 2n

factorielle en +#, cOest " dire une fonctidrtelle que lim 1. On Zcrira alorsit! f(n)

nl
» f(n)

(formule de Stirling).

11-38 ! $ Somme des carrZs des inverses des efpierisablement un exo du bde fin 70- dZbut80).

n
. . 1
Soit (u,) . la suite telle quat, =1 =

p=1
. : . nl 1
1. DZmontrer que pour tout entiad ! = : u ! 1" #t—zdt "u,! pe
- . . * 1 1 n " 1
En dZduire que pour tout entiet !~ : 1! E+F u," 2! o

Montrer que la suit (u,) est convergente, encadrer sa limite.

2. Onnotel,, = #t* cos(nt) dt et K, = #t* cos(nt)!dt, o+ n! | .



E 10aide dOintZgration(s) par parties, caltylet K, en fonction den.

En dZdui 1 _(#t?, & q
n dZduire qu%—z—)o%g t( cos{nt)dr

3. Soitnun entier naturel non nul, etn rZel de I@interval[é);! ]
Calculer en fonction deett la sommel €.
p=1
n 0
. sin,(ﬁ 1/?
< . . 2& 1
En dZduire que  sit! |0;"] alors| cos(pt):—)—t CZ
p=l 2sn— 2
2
Sit=0 alors! cog(pt)=n
p=1
_— THE? &
4. Calculer IOthgraI)é % t( dt.
2
L
5. Montrer que la fonctiorg: x! 2,[ , dZfinie SUI’]O;?T:] peut stre prolongZe par continuitZ en 0.
2sin—
2
Montrer que la fonctiog ainsi dZfinie suf0;! | est positive et majorZe s|9;! |.
DZmontrer que la fonctiogestdZrivable sur0; 7| et que sa foction dZrivZe est continue s|@;z].
K !
6. Justifiez que pourtout! ! © : —"u =/ sSnigm+— &[ dt.
que p 5 wW=/,9(t) 4%61
7. Soit! un nombre rZel strictement compris entre 0 eSoitM un majorant deg sur [O;! ] DZmontrez
que O g(t)snz#n+ gg dt| / 2n|\ﬁ1 (variante si vous trouvez cela plus fadiléd/ " #)
1 | 1 *
oS #n+7§6
DZmontrez qug g(t)sinlggn+1§%*dt:29(-) 2 s / odt) cos #n+ 3% dt
: 2%, 2n+1 2n+1
8. Utiliser la question 5 pour montrer quOil existe un memibelA strictement posmf tel que pour tont
o] (" 1op+
P ! +— ).
e ‘Og (t)cossk%n 2&?.:dt 1A(72.)
.. . . "2l AM +2A" .
9. DZduire des rZsultats prZcZdents Fwé 51* et (avec la variante du 7 on trouv
| M 2M 2A"
| —+ + )
n 2n+l 2n+l
Conclure sur la limé de la suitdu, ) ..
N ) a b C
I1-39 Montrer que si, b etc sont dang0;1] alors + + 1 2
l1+bc 1+ca 1+ab
I1-40 " Bac 78(erine des fonctions composZes, intZgration par parties, tres bel exercice)
Soit f(x)= )4exp§' — %It dZfinie surl .
1. Comparerf(x) et exp(. x), et dZterminer la limite deen +#.



+ # a
- ) &P cosztf(

. 0
2. On dZfinit la fonction  par f(x)= f(a)+(x! a)-" (x)! **—————dr0.
; o cos't 0
; p
Montrer quelim” (x)=0. En dZduire queest dZrivable, et la valeur dé(x) (on pourra utiliser cette
dZfiniton pour f dZrivable pour tout h tel que a+h!l , on peut Zcrire
= " e lim”“(h)=0: f! 7 7rivZ
f(a+h)=f(a)+h!f"(a)+hi#(h), o= lim"(h)=0: fi(a) est appelZ nombre dZrivZfdma).
3. Soit P une primitive de la fonctiorx! e * dZfinie sur! , et soitQ la fonction dZfinie par
Q(t) = P(xtan(t))
Montrer queQ egt dZrivable et qué' ' dt g X2tanzt)dt
ontrer queQ e rivable et qué' e =x" :
a aue, 0 cos’t
4. Soit g(x) = f(x*). Montrer queg!(x) =" 2¢’ Xz,.-’:ge"‘2 dt.
X 12 2 > T X 42
5. On poseh(x):g(x)+("0 e dt) . Calculerhl(x) et en dZduirdim §e™ dt .
m-41 "
expnl x> % expul x> %
- Y x " t20 § ZI&
aest un paramstreZel, g, (x) =a+ i 2&+( expg! 2% et f.(x)= .
X 0o T F 28 L%
a+( expﬁ! — dt
0 2&

2
On admet qudim JO exp(—%jdt :\/g (on peut faire le lien avec IOexercicd0| ainsi quOavec le coui

X—>oo

sur la loi normale)

1.

2.

Comparerg_,(-x) et g,(x), f,.(! x) et f,(x).

ftudier les variations dg, et de f, poura<0, en sZparant pout, les casa<! \/; eta>! \/;

ProbabilitZs et dZnombrements

n$ " . .
Remarque C? =g 0 i% (coefficients binomiaux ou combinaisons).
(

-1

Zoo au logis Odile a plusieurs sortes d'animaux dont exactement 2 ne sont pas des mammifere

sont pas des chiens, 4 nexspas des chats, 5 ne sont pas des perroquets. Combien-O¢lile de chats?
de chiens?

I -2

En entrant dans un pub apres un match de rugby Freemsse, jOy trouvais8 femmes, 82 personne

ivres, 2 hommes en kilt nOayant pas bu, 4 femmes en pantpknspfnes iv[es en pantalon, 77 homn
en kilt, 19 personnes en pantalon, et 1 femme ivre en pantalon. Combiematiefis

Il -3

I 1 Dans un damier carrZ dg n combien yat-il de carrZ® de rectangle® Dans un triangle

ZquilatZralde c™th oe 10on a tracZ toutes les unitZs parallsles aux c™tZs, coreieh de
parallZlogramme®

I -4

a.

I Les problemes du facteur (arrangements, combinaisons) 5 5 N
Un premier facteur, stagiaire, arrive devant un immeuble dont [OentrZe est dZpendaingecaidaun
quatre chiffres non nuls. Il sait que ces 4 chiffres sont diffZrents. Combieil ge codes diffZrent?



Une fois entrZ dans IOimmeuble, il trouve 10 boites aux lettres dans lesquelles il doit rZ|
prospectus diffZrents. Combieray-il de rZpartitions sOil ne doit mettre quOun prospectus pa? k
SOil peut en mettre plusieurs par bite

b. Un deuxieme facteur, plus expZrimentZ, se trouve confrontZ aux memes problemes, sauf que le ¢
est ~ 5 chiffres, qui sont dans un ordreissant (on peut faire 2 Ztudestrictement croissant ou au ser
large). Il a 7 prospectus identiques, et il peut en mettre plusieurs par boite. RZpondre aux

guestions.
-5 ! (surlafin)$ Le probleme du scrutin. A
A 1) Identifier les coefficientshinomiaux dex* dans(1+x)’ et dans
(14 x)*(1+%)°

2i) Identifier les coefficients binomiaux d¢ dans(1+x)’ et dans

(1+x)*(1+x)*. VZrifier numZriquement la formutebtenue “ partir de 1;)

et 2j).
B Un point mobile se dZplace sur les lignes d'un quadrillage jllimltZ
d'origine O. A linstant =0 il se trouve " l'origine. A chaque unitZ de
temps, il se dZplace d'une unitZ de longueur,laelsoite ou bien vers le
haut. e

. . . . O
1j) Calculer le nombre de trajectoires reliant O (aAb) On dit que ce
sont des chemins minimaux (pourquoi "des"?). En dZduire le nombre de chemins minimaux joig
(Xu:¥a) "B (%i¥s)-
: > 0)? 1)2 ni1)2 n)2

2j) Le but de la question est de dZmontrer la rela@ifr- (Cn) +(Cn) +! +(Cn ) +(Cn)

a/ Premiere mZthode calculer de deux manisres le nombre de tirageshdmules dans une urne

contenant boules violettes ~ points verts eboules ocres " rayures carmin.

b/ Deuxisme mZthodeen dZnombrant le nombre de chemins minimaux joign46t@ " N (n;n).

Remarque la droite tracZe sur le schZma nOest pas I par hasardE
3i) Par un raisonnement simite au 2))b/, dZmontrer la formule

n+p q~n+p$q *

k=q
In"! 1lp"! 1qg"! telque O#q#n+p C =0qpCiC
k=0

On pourra introduire la droite dOZquatieny = g
fcrire la formule correspondant ™ A() avec la droite dOZquatigr y=5.

C 1j) DZmontrer le priripe de rZflexion CZtant donnZ une parallele D " la premisre bissectrice, et d
points A et B situZs du meme ¢c™tZ de D, alors le nombre de chemins minimaux joignants A ~ B et
ou touchant D vaut le nombre de chemins minimaux joignants B aurgymeZA! de A par rapport " [E.
2i) DZmontrer le thZoreme dOANdrZ (188Z3oientp etq des entiers tels que! 1p < g. on posep+q=n.

Alors les chemins minimaux joignant O au point(Mq) et nOayant en commun avec la premi
l N
bissectrice que le point O sont au nombreq—iegc,’i E

3i) Et enfin rZsoudre le probleme du scrutin: "Ztant donnZ un scrutin ~ l'issue duqoahtigats P et Q
recueillentp et q voix, avec 11 p<q, quelle est la probabilitZ pour que Q ait constamment la majc
pendant le dZpouillement?".

Remarque on peut Zgalement voir le problsme comme la modZlisation de la ruine dOun joueur. SO
une partie, il va vers la droite, sQil perd vers le bas. Il est ruinZ quand il passe sdas la droi

Il -6 Combinaisons avec rZpZtitions.
On note! ! le nombre de fasons de ranger p objets indiscernables dans n tiroirs.
1j) Calculer! ? pourn!3etp!5.
2i) Modsle:



objets ® ® ® _ 00

tiroirs | | | | _____ | | | | n - 1 cloisons

a/ Montrer alors qu'un rangement peut stre considZrZ comme un metrdel lettres formZ ~ l'aide de
p lettres "O" (les p objets) et aie- 1 lettres "C" (les £l cloisons).

b/ En dZduire qu&? =C”

n+p-1°
3i) Applications (dans chaque cas, trouver les "objets" et les "tiroirs").

a/ DZterminer le nombre de solutions de I'Zquatigre) de I'Zquatiorx +y + z= 10, osX, y et z sont
des entiers naturels.

b/ DZterminer le nombre de termes apres rddnate &+ b + ¢ + d)5.

Il -7 Permutations avec rZpZtitions.
Compter le nombre d'anagrammes des mots: ananas, abaca, Lucullus, Mississippi, suissesses.

Il -8 On dispose de couleurs avec lesquelles on colorie au hasarases dOune bande de papier. Quelle
la probabilitZ pour que deux cases voisines soient toujours de couleur difZrente
On reprend le probleme avec une couronne circulaire.
Calculer la probabilitZ pour que deux cases voisines soient toujours de couleur difizeerieases.
Soit u, le nombre de coloriages satisfaisants pour une couronne ases. Trouver une relation d

rZcurrence entrg, etu,,, en dZduire que, =(p! 1)" +(! 1)'(p! 1), puis rZpondre au probleme.

-9 # $ Calculer les probabilitZs de deux ZvZnements A et B dOun unigachant quePA(B):g,
~_ 9 =\ _ 1
P.(A)== etP(A! B)=—.

Il -10 Les jours de greve, la mZtZo nationale assure un service miniauec deux grenouilles au
comportements indZpendants, quel que soit le temps. En mai, il pleut deux jours sur cing. Qua
pleuvoir, chaque grenouille annonce la pluie huit fois sur 10 et elles annoncent simultanZment le bee
une fois sur vingcing. Quand il va faire beau, chacune annonce le beau temps neuf fois sur di
grenouilles ont Zgalement un comportement indZpendant conditionnellement au beau temps.

Le 13 mai, jour de greve, elles annoncent toutes les deux quQil va faire bealer GalprobabilitZ pour
quOil pleuve.

I -11 $ On lance trois pisces de monnaie. Montrer avec un arbre que la probabilitZ que toute
retombent du meme c™tZ, que ce soit pile oudatde 1/4. Soit. Pourtant, si on lance trois pieces, il y €
forcZmem deux qui seront dZj~ du meme c™K troisisme y sera avec une chance sur deux. J'ai donc
chance sur deux que toutes trois tombent du meme c™tZ. Expliquer IOerreur de raisonnement.

[l -12 Le Bon, la Brute et le Prof de maths myope
Dans le cultissime filmde Sergio LZone, le Bon, la Brute et le Truand sOaffrontent lors ti@elf Gin
duel " trois, au milieu du cimetisre circulaire de Sad Hill. Pour la petite histoire, ce cimetisre Zta
dZcor, qui a ZtZ reconstruit grece ~ un crowdfuntisgrax portent dZsormais les noms des donateurs
On va remplacer le Truand par le Proh professeur de mathZmatiques, myope de surcroit.




Lors de ce duel, chacun tire ~ son tour sur IQadversaire de son choix. Celui qui tire en premier es
hasard. Le Bon touche sa cible ~ tous les coups. La Brute touche son adversaire 9 fois sur 10. Et
Ztant myope, nQOatteint sa cible quOune fois sur deux. Sachant que le Bon et la Brute ont tout int:
IOun sur IOautre puisque le Prof nOedfipgsreux, expliquer pourquoi ce dernier dZcide de tirer en
tant quOil a deux adversaires, en calculant sa probabilitZ de survie, ainsi que celles du Bon et de la
CompIZter Zventuellement en calculant les probabilitZs de survie de chaclmszhna&igie qui consisterai

~ tirer sur IOadversaire le plus dangereux y compris pour le Prof (non testZ par votre honorZ profesg

CTu vois, le monde se divise en deux catZgokesx qui ont un pistolet chargZ et ceux qui creusent. -
tu creugs.E Le Bon

Il -13 Les variables alZatoires du garagiste (complZmeatiables alZatoires indZpendantes, fonction
rZpartition).
Un garagiste a deux voitures quOil peut preter ~ ses clients. Chacune de ces voitures est indisponible
sur cing de marre indZpendanteX est la variable alZatoire Zgale au nombre de voitures disponibles,
Y est le nombre de clients demandeurg, letnombre de voitures pretZes. On sait @(g = 0) = 0,3,

P(Y =1) =0,5. DZterminer Idonction & rZpartition de&Z.

1l -14 flections! 5 5 3
ConsidZrons un triangle ZquilatZral ABC et un point M intZrieur au triangle.

1.
2.

Montrer que la somme des distances de M aux trois c™tZs du triangle est indZpendante de M.
ConsidZrons, b, ¢ les pourcentages de voix obtenus fpais candidats lors dOune Zlection. La sorr
des pourcentages Ztant 1, il existe un unique point M intZrieur au triangle ZquilatZral de haute
tel que M soit aux distances b, ¢ des c™tZs. Cette Zlection doit dZsigner au scrutiortipopel 5
dZIZguZs. Les points correspondants pour chaque liste ~ un nombre exact dOZlus sont les somi
triangles ZquilatZraux. Montrer que si IOZlection se fait au plus forti@@st&rieur de chaque pel
triangle se partage en 3 zones parsegments joignant le centre du triangle au milieu des c™tZs,
le triangle initial se partage en un pavage hexagonal.

En dZduire alors quOune liste peut perdre un Zlu tout en gagnant des voix. DZterminer la prob
chaque type de rZsultats.

COMPLEXES ET GfOMfTRIE

RemarqueprZliminaire: pour de nombreux exercices utilisaes lcomplexeen gZomZtrieil est utile de
conna’tre les expressions complexes des transformations usuelles.

¥

¥
¥
¥

Rotation de centre dOaffixe%et dOanglé: 21" # =€°(z" $)
Translation de vecteur : z! = z+z,.
HomothZtie de centie dOaffixekéet de rappork: z!" # =k(z" $)

Similitude de centr¢ dOaffixe9s, dOanglé&et de rappork : 21" # = ke®*(z" $). Une similitude est
une composZe de rotation et dOhomothZtie de rapport positif. Utile pour, par exemple, un

~ . I x !
rectangle isocele, quOon peut obtenir avec une similitude de ra@meangI%—.

IV-1 $ On considere un triangle ZquilatZrABA’, O le milieu du segmer]tAA!], et un repere
orthonormal dOorigine O dans lequel B a pour affikes bissectrices du repsre coupgAB) et (A!B) en
C et C! respectivement.



A2
Montrer que si C a pour affixg alorsC! a pour affixeic, et quec! =ce 3 +ie*. En comparant les dew
expressions dZterminesous forme algZ£lgue et trigonomZtrique.

IV-2 ! Ladroite de Simpson
Sgit P un point dOaffixe soit" le cercle de gliam-tre [OP]. A, B et C sont troi~s points du cercle
dOaffixes respectives a, b et c. On dZsigne AdaB! e C! les points dOaffixes respective

a=Cp =% -3
p p

|
1. Que peubon dire de% ?
2. Montrer queA! est la projection orthogonale de O sur (BC) (idem piuet C!).
3. Montrer queA!, B! & C! sont alignZs.

IV-3 Le thZoreme de Johnson.
On considere trois cercles;30C; et G de centres P, @t R, et meme rayo#, ayant un point commun @;
et Csz se recoupent en A,s@t G en B, Get Gen C. On appellé le centre du cerclé circonscrit ~
ABC, G et GO les centres de gravitZ des triangles ABC et PQR.
On choisit O comme origine et on appeallay, r les afixes respectives de P, Q et R (et de meme pour
autres points).
1. DZterminer les affixes de A, B et C.
2. Montrer quep+q+r est |Oaffixe de W.
3. En dZduire que
a. ABC et PQR sont symZtriques par rapport au milieu S t4.[O
b. " a pour rayor#

+r . o b o ~
4. On posez= % Montrer quez est imaginaire, que = ol a En dZduire qué est I0orthocentre d

POR et O celui de ABC.

IV-4 Soit! le nombre dOor, solution positive/de=! +1.
1. Montrer que! "*=u,,,/ +u,, o+ (u,) estla suite de Fibonacci vZrifiamf=u, =1 et u,,, = U,,, +U, .

$,.#

. 1 . .
2. Soit! " 8/2;52 tel quecos/ :27. Calculercosb! (on pourra utiliser la forme exponentielle de

complexes, ainsi que les rZsultats du 1). En dZduire

~ _ _ ~ . :
Dans la suite on appelle triangle dOor un triangle isocele dOangle au %onﬁnalBC est un tel triangle,

avec AB = AC, on note (CD) et (BE) les bissectrices qui se coupenberDl! [AB] et E! [AC], etsla
similitude dZfinie pas(A) = C ets(C)=B. B 5
3. Quels sont |Oangle et le rapport dépour ceux qui nOont jamais travaillZ sur les similitud

angle= (ACCB) et rappott = % . Cela vient de(A) = C ets(C)=B).

4. Montrerques(B) = D ets(D) = I. En dZduire que si O est le centresdalors OADC sont cocycliques
ainsi que OCIB. N 5 N 5 5
Il est contreproductif d@tiliser le thZoreme suivant, que IO@upnZanmoinslZmontrer gr¥%.ce ~ Se
cla,b!d

connaissances d€™3 sur les angle inscrits: ABCD sont cocycliquesu aIignZssssim ad est
rZel.

On dZfinit J et K paA = s(J) et J= s(K).

5. Montrer que J, B et C sont alignZs ainsi que K, A et C.

6. Montrer que O, B E et K sont cocycliques, que B est le centrerdie aescrit dans AKJ, et que O est

IOintersection de (KD) et (1J).



7. ftant donnZ un repere orthonormal dOorigine B dans lequel C a pour affixe 1, dZterminer le
complexe des, et |Oaffixe de O.

IV-5 Exponentielle complexe.
Rappels/indices

¥ a”=¢" pourbrZel quelconque etrZel strictement positif.
In{1+h '
¥ i M=1, im2 %=1,
h h XX

n
. #, X
1. Montrer quelim +—‘(g‘:ex.
que gy
2. Soitzun complexe avez+ x+iy.

I zg" I z$
On poseZ = +—§b, =R, aglZ)=! r,agul+—po="'
p e 9(2) gyl + g’

Z
144 =
n

a. Montrer quelim R=¢"

"o
b. Calculertanﬁ—-/en fonction decety, et montrer quellm n#tané% y.

c. EndZduire la limite d& (indice).
d. Conclure que a pour limitee’

IV-6 ! (dernier calcul uniguemenet$ LOheptagone
Indices:
¥ ThZoreme de I0angle inscritleux angles inscrits dans un men
cercle, nterceptant le meme arc, ont la meme mesure (sOils sont <
meme arc) ou sont supplZmentaires (sOils sont sur les
complZmentaires). LOangle au centre vaut deux fois IOangle insci a

dernier est aigu, sinon il vaal(! " #) :

¥ Une homothZtie de centle et de rapport k transforme A &kl tel que: ! A"=k! A . Un
homothZtie transforme un milieu en milieun cercle circonscrit en cercle circonscun point
dOintersection en point dOintersectionserve [QomtlyonalitZ de deux droites etcE De plus cO
une autre fason de voir ThalsslOimage dOun segment par une homothZtie est un segm

longueur multipliZe pak|.

_ _ ~ 2ik’ 5 .
On considere les point&, dOaffixe®e 7 : ce sont les sommets de IOheptagbgelier de centre O



]
1. Montrer queA,,, =A, . CalculerL, =A A,  en fonction deSiN= , faire un calcul semblable pou

L,=AA,,, etL,=AA

k" "k+3 -
2. Soient A B et C les intersections respectives(ﬂgAJ et (ASAG) , de(AOA3) et (A2A4) , de
(AA,) et(AA,) .
a. DZterminer les angles du triangle ABC.
b. Montrer queA ,A,,A, sont les milieux respectifs de [AC], [AB], et [BC]. En dZduire que

cercle circonscrit au triangle ABC a pour rayqre2pour centre le poirit tel queO! =30G ,
o* G est le centre de gravitZ de ABC le centre du cercle circonscrit ~ ABC, et O le centre
|IOheptagone

Indices

Montrer que(AA,) est la mZdiatrice deCA
*BA&. Indices
c. En dZduire que les droite(ﬁ:Az) : (AAS) et (BA5) sont les hauteurs de ABC, et qL

IOorthocentre H du triangle ABC estsigmZtrique dd par rapport ~ O lfdices pour la
deuxiesme partie de la questipn

3. Montrer que B est le centre du cercle inscrit dap8 A (Indiceg
4. Soit!, le cecle inscrit dansA A C .

¥, (A4A6) celle detAA %, (AOA4) celle de

2 3

Montrer queiC! § est un diametre de ce cercle, en donner le rayon.
Remarqueon peut donner le rayon ~ I0aide dOhomothZties ou dOune symZtrie axiale

a. Donner les longueurs du c™tZ duglaB! A, .
b. ! EndZduire que le poirk, appartient ™ . Indices



IV-7 $ Point de Fermat/Toricelli
Rappels
¥ ThZoreme de IOangle inscrileux angles inscrits dans un meme cercle, interceptant le meme
ont la meme mesurésOils sont sur le meme am) sontsupplZmentaireésO8 sont sur les arcs
complZmentaires) Oangle au centre vaut deux fois IOangle inscrit si ce dernier est aigu, ¢

vaut2(/ " #) .

¥ InZgalitZ triangulaire! z" ! 1 z," ! |z, +z|#z|+z)
1. SoientM,, M, , M, trois points dOaffixes respectives, z,,z, . On peut supposer pour plus ¢

commoditZ que ces trois points sont diferent~s deO. 5
a. |l peut «tre intZressant de dZmontrer |IOinZgalitZ triangulaire (plusieurs mZthodes possible:

b. Montrer que
lz"1 1z 1z"1"
|2+, + 2] |z +|z|+|z|# $%" " 189" " 7, =%z ez, =%z,
Remarque M, , M, , M, sont donc sur la meme derdioite dOorigine O.
c. Montrer queM, , M, , M, sont les sommets dOun triangle ZquilatZral de centre O
seulement si|z|+z|+|z|=0etz+2z+2=0 (on pourrarZfiZchir aux relations entre le

formes complexes dez,,z,,z,)

2. Soient A, B et C trois points diffZrents de O, dOaffixes respeativesc. On posea! =§ , b! =ﬁ et

c! :ﬁ , Al,B!,C! Ztant leurs images respectives suppose qua! +b!+c! =0 .
a. Montrer queS:a(a" z)+a(b" z)+a(c" z) est indZpendant de
b. EndZduire qugg +|d +|d ! |a" Z+|b" Z+|c" 7 (1)
Montrer quOil nOy a ZgalitZ dans (1) q(ﬁéﬁsj;&l\)l) = (6[3; i?;l\)l) = (6C;6M) (2)
d. Montrer que si O, A, B, C et M ne sont pas cocycliques, alors (2) ZquivagtOM

e. On suppose maintenant que O, A, B, C et M sont cocycliques. N
Soit! le centre du cercle correspondant. On se place anrepere dOorigine O, ayant po

demiaxe des abscisses posiib! ) :
Montrer quOalora!,BletC! sont dans le meme derian.En dZduire une contradiction.
On a donc montrZ que (2) Zquivawil™= O

o

. . e 2 : .
3. ! Soit A, B etC un triangle dont tous les angles sont moneurg . DZterminer le point tel que le

somme des distances ~ A, B et C est minimale. RZaliser la construction gZomZtrique " la regl
compas.



Inclassables / Enigmes

Des exetices de niveauplus vaiZs, mais qui demandent beaucoup de rZflepour le niveau indiquZ !

V-1 Niveau I,
On remarque que

1+2 = 3
4+5+6 = 7+8
9+10+11+12 = 13+14+15

GZnZraliser.

V-2  Niveau 2%puis 1"
On construit un damier carrZ 8¢ 5=25 cass, en y rangeant les nombres de 1 ~ 25 comme ceci.
choisit 5 nombres, un seul par ligne et un seul par colonne.
Exemple

11 2|3]4|5
6| 7]18]9]10
11[12]13|14]15
16/ 17/18|19]| 20
21|22 23|24| 25

1. Montrer que la somme de ces cing nombres vaut toujours 65.
2. GZnZraliser " un damier carrZ de taille quelconque.

V-3



INDICES

Indices 1-14 5 .
Pour la mZthode, on peut commencer ~ prouver que 0,399ERetour 114

Indices 1-16
On se place dans le cas p&m. Soit 2" la plus grande puissance entisre de 2 divisant au moins

. : ~ - . . . o "1
entier dans[nE m]. Montrer quOen fa®' divise un unique entier darﬁaE m], en dZduire qué -

nOest pas un entier (thZoreme de Kursckakpur 116

Indices 1-25
- Utiliser Gauss
Retour 125
Indices 1I-31
. b
- poserA = pa’ etB =—-
I a I b
i=1 i=1

- on poura passer au logarithme et factoriser gapour la limite en +#)
Retour 231

Indices|l -32
MZthode 1

¥ Montrer quex! f (x) est invariant paf.

¥ Montrer que sa est invariant paf, alorsa" eta' " sort invariants paf.
¥ Conclure sur les invariants flgouis suff.
MZthode 2 (trouvZe par un Zleve, non validZe)
¥ Montrer quef est une bijection strictement dZcroissante
¥ En dZduire quéest continue (une aide du professeur est la bienvenue)
¥ |l y apeutetre une Ztape @ZrivabilitZE
¥ Trouver un invariant dé conclure
Retour 232

Indice IV-5

On pourra calculeﬁm%

Retour4 5

Indice IV -6
2b
¥ Thalss est ton ami, plut™t trois fois quOune.
¥ suivant vos connaissances sur les homothZties et la droite dOEuler, la dZduction peut stre
moins intuitive et/ou dZtaillZe.
2b 2™ partie: on pourra Ztudier le triangk A B
2c: on peut composer |OhomothZtie du b. avecreliee
3: bissectrices
5b: Indices: Al-Kashi + Euler

Retour 4 6



